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ГЛАВА IX 


КОМПАКТНЫЕ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ 
ГРУППЫ ЛИ :) 


В этой главе выражение «группа Ли» означает «группа Ли конечной 
размерности над полем вещественных чисел», выражение «алгебра Ли» 
означает, если не оговорено противное, «алгебра Ли конечной размерно- 
сти над полем вещественных чисел», а выражение «вещественная алгебра 
Ли» (соотв. «комплексная алгебра Ли») означает «алгебра Ли конечной 
размерности над полем вещественных чисел» (соотв. «...комплексных чи- 
сел»). 

Через Со обозначается связная компонента единицы (нейтральная 
компонента) топологической группы С, через С (С) — центр этой группы, 
через О (С) — ее производная группа (или коммутант), а через N „(H) или 
N (A) (соотв. Йс(Н) или Z (H)) — нормализатор (соотв. централизатор) 
подмножества Н в группе С. 


$ 1. Компактные алгебры Ли 


1. Инвариантные эрмитовы формы 


В этом пункте А обозначает поле R или С. Пусть У — конечномерное 
векторное А-пространство, D — невырожденная положительная эрмитова 
форма на V 2), С — группа, g — некоторая В-алгебра Ли, р: G>GL (У) — 
гомоморфизм групп и p:g — gl (У) — гомоморфизм В-алгебр Ли. 

а) Форма Ф инвариантна относительно С (соотв. 9) тогда и только 
тогда, когда эндоморфизм р (4) унитарен относительно D для любого g = 
EG (соотв. ф (x) антиэрмитов 3) относительно D для любого x&g). Дей- 
ствительно, обозначим символом а* эндоморфизм, сопряженный относи- 
тельно Ф к ab a me а пространства V; для geG,xe&g, и H из 
У имеем 


® (p (8) и, р (8) 5) =Ф (p (g)* р (8) и, v), 
PDG) и, о) -ЕФ (и, H(z) 0) =O (9 (x) +. GR) и, 2). 


1) Во всей этой главе ссылка вида Alg., chap. VIII (chap. IX), означает гл. VIII 
(гл. IX) нового французского издания, которая готовится к печати. | 

2) Напомним (Alg., chap. IX (см. также Алг., 1966, гл. IX, $ 1. — Перев.) ) , что 
эрмитова форма Н на У называется невырожденной, если для любого ненулевого 
элемента и из У существует ve V, такой, что H (u, v) 0. 

3) Говорят, что a@End (У) антиэрмитов относительно D, если сопряженный 
к нему относительно D эндоморфизм а* равен — а. В случае А =С (соотв. R=R) это 
означает также, что эндоморфизм ia пространства У (соотв. C@R V) эрмитов. 
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Для того чтобы Ф (ф (g) и, р (8) 9) =Ф (и, о) для всех и, v из У, необходимо 
и достаточно выполнение условия р (g)* о (g)=Idy; аналогично, чтобы 
Ф (œ (x) u, + Ф (и, q (x) v) =0 для всех u u v u3 У, необходимо и достаточ- 
но выполнение условия ф (х) {+ ф (х)* =0, откуда следует доказываемое 
утверждение. 

6) Если форма Ф инвариантна относительно С (соотв. 9), то ортого- 
нальное дополнение к устойчивому подпространству в У устойчиво; в час- 
THOCTH, представление р (соотв. ф) полупросто (cm. Alg., chap. IX); кроме 
того, для любого бе С (соотв. любого x=g) эндоморфизм р (5) (соотв. 
ф (x)) пространства У полупрост и его собственные значения по модулю 
равны | (соотв. чисто мнимы); таким образом, р (5) унитарен (co 
OTB. ip (x) эрмитов, см. Alg., chap. IX). 

в) Пусть = В. Если С — связная группа Ли, р — морфизм групп Ли, 
д — алгебра Ли группы С иф — гомоморфизм, отвечающий р, TO D инва- 
риантна относительно С тогда и только тогда, когда она инвариантна 
относительно g (гл. Ш, $ 6, n° 5, следствие 3). 

г) Для существования на У инвариантной относительно С невырож- 
денной положительной эрмитовой формы необходимо и достаточно, чтобы 
подгруппа р (С) в СЁ (У) была относительно компактной (Интегр., гл. УП, 
$ 3, n° 1, предложение |). 


~ 


2. Связные коммутативные вещественные группы Ли 


Пусть С — связная коммутативная (вещественная) группа Ли. 
Экспоненциальное отображение 


ехрс: L(G)>G 


является сюръективным морфизмом групп Ли с дискретным ядром (гл. III, 
$ 6, n° 4, предложение 11), который наделяет L(G) структурой связной 
накрывающей группы Ли С. 

а) Следующие условия эквивалентны: С односвязна, ехрс является 
изоморфизмом, С изоморфна В” (n=dim С). Если в этом случае при 
помощи изоморфизма ехр с перенести на группу С структуру векторного 
пространства L (С), то С наделяется структурой векторного пространства, 
которая является единственной такой структурой, согласованной со струк- 
турой группы и топологией на С. Односвязные коммутативные группы Ли 
называются векторными группами (Ли); если специально не оговорено 
противное, будем в дальнейшем считать их наделенными структурой век- 
торного В-пространства указанным выше способом. 

6) Обозначим через Г(С) ядро отображения ехрс. Согласно 
Top. gen., chap. VII, р. 4, th. 1, группа С компактна тогда и только тогда, 
когда Г (С) — решетка в L(G), т. е. (см. там же) когда ранг свободного 
7-модуля Г (С) равен размерности С. Обратно, если L — конечномер- 
ное векторное В-пространство и Г — решетка в L, то топологическая 
‘факторгруппа Ё/Г является связной компактной коммутативной груп- 
пой Ли. 


. 
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Связные компактные коммутативные группы Ли называются Beer: 
твенными торами или (в этой главе) просто торами. 

в) В общем случае пусть Е — векторное подпространство в L(G), 
порожденное Г (С), и пусть У — его дополнительное подпространство. 
Тогда С является прямым произведением своих подгрупп Ли exp (EZ) 
и ехр (У); первая является тором, а вторая -- векторной группой. Нако- 
‚Heu, любая компактная подгруппа в С содержится в exp (Е) (поскольку 
ее проекция в ехр (У) обязательно равна единичному элементу); таким 
образом, подгруппа exp (Е) является единственной максимальной ком- 
пактной подгруппой в G. 

Рассмотрим, например, С = С*; отождествим L (G) с С, так что экспо- 
ненциальным отображением для С будет х > е*. Тогда T (G)=2niZ, E=iR 
и exp (Е) = Ч. Если положить У = В, то exp (У) =В*, и мы получаем изо- 
морфизм C* — U Х R#, построенный в Общ. топ. 1975, гл. VIII, $ 1, n° 3. 

г) Отметим, наконец, что ехрс: Г (С) > С является универсальным 
накрытием группы С и, следовательно, Г (С) естественным образом ото- 
ждествляется с фундаментальной группой группы G. 


3. Компактные алгебры Ли 


tone 1. Пусть g — (вещественная) алгебра Ли. Следующие 
условия эквивалентны: 

(i) g изоморфна алгебре Ли некоторой компактной группы Ли. 

(ii) Группа Int (g) (гл. III, $ 6, n° 2, определение 2) компактна. 

(iii) На д существует инвариантная билинейная форма (гл.1,$ 3, п° 6), 
которая невырожденна, положительна и симметрична. 

(iv) в редуктивна (гл. I, $ 6, n° 4, определение 4). Для любого xe&g 
эндоморфизм а4 х полупрост и имеет чисто мнимые собственные значения. 

(у) g редуктивна, и ее форма Киллинга В отрицательна. 


(i) = (ii). Если в — алгебра Ли компактной группы Ли G, то группа 
Int (g) отделима и изоморфна факторгруппе компактной группы Go (гл. Ш, 
$ 6, п° 4, следствие 4); значит, она компактна. 

(ii) => (iii). Если группа Int (8) компактна, то на в существует CHMMETPH- 
ческая билинейная форма, которая невырожденна, положительна и инва- 
риантна относительно Int (g) (n° 1) и, таким образом, инвариантна OTHO- © 
сительно присоединенного представления алгебры Ли 9. 

(iii) > (iv). Если (Ш) выполнено, то присоединенное представление ал- 
гебры Ли g полупросто (n° 1), а следовательно, 9 редуктивна; кроме того, 
эндоморфизмы ad x для хе обладают требуемыми свойствами (n° 1). 

(iv) = (у). Для любого x =g имеем В (x, x)— Tr ((ad х)*); таким образом, 
В (x, x) является суммой квадратов собственных значений оператора ad x 
и, следовательно, отрицательна, если эти значения чисто мнимые. 

(у) => (i). Пусть g редуктивна, т. €. является произведением коммута- 
тивной подалгебры с и полупростой подалгебры s (гл. 1, $ 6, n° 4, предло- 
жение 5). Форма Киллинга алгебры Ли $ является ограничением Ha 5 
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формы В, т. е. невырожденной и отрицательной, если В отрицательна. 
Подгруппа 11 ($) в СЕ (5) замкнута (является связной компонентой 
единицы в Aut ($), гл. ПТ, $ 10, n° 2, следствие 2) и оставляет инвариант- 
ной невырожденную положительную форму — В; следовательно, она ком- 
пакгна, и $ изоморфна алгебре Ли компактной группы Ли Int (s). Кроме 
того, так как с коммутативна, она изоморфна алгебре Ли тора Т. Таким 
образом, 9 изоморфна алгебре Ли компактной группы Ли Int ($) Х Т. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Компактной !) алгеброй Ли называется любая алгебра 
Ли, удовлетворяющая условиям (i) — (Vv) предложения 1. 


Таким образом, компактная алгебра Ли является произведением ком- 
мутативной алгебры на компактную полупростую алгебру. Другими слова-- 
ми, чтобы алгебра Ли была компактной, необходимо и достаточно, чтобы 
она была редуктивной, а ее производная алгебра была компактной. = 

Алгебра Ли компактной группы Ли компактна. 


ПрЕдложЖЕНИЕ2. a) Произведение конечного числа алгебр Ли является 
компактной алгеброй Ли тогда и только тогда, когда каждый сомножитель 
компактен. 

6) Подалгебра компактной алгебры Ли компактна. 

в) Пусть 6 — идеал компактной алгебры Ли д. Тогда алгебра Ли g/b 
компактна и расширение b > g — g/b тривиально. 


Утверждения а) 4 6) следуют из условия (iii) предложения 1. Часть в). 
следует из а) и из того факта, что в редуктивной алгебре Ли все идеалы 
являются прямыми сомножителями (гл. Г, $ 6, n° 4, следствие предложе- 
ния 5). = 


ПрЕдложЖЕНИЕ 3. Пусть С — группа Ли, такая, что группа ее связных 
компонент конечна. Следующие условия эквивалентны: 

(i) Алгебра Ли L(G) компактна. 

(ii) Группа Ad (С) компактна. | 

(iii) На L(G) существует невырожденная положительная симметриче- 
ская билинейная форма, инвариантная относительно присоединенного 
представления группы 'Ли G. | 

*(iv) На С существует риманова метрика, инвариантная относительно 
левых и правых сдвигов... 


(i) = (ii). Если L (G) компактна, то группа Ad (Со) = Int (Ё (G)) компакт- 
на; поскольку она имеет конечный индекс в Ad (С), последняя группа 
также компактна. | 

(ii) = (ii). Это следует из n° I. 

(iii) = (i). Так как Int (2 (G)) Ad (С), то утверждение вытекает из п. (iii) 
предложения 1. Ä 


1 


1) Отметим, что вещественное топологическое векторное пространство может 
быть компактным топологическим пространством, только если оно нулевое. 
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* (iii)<>(iv). Это следует из гл. III, $ 3, n° 13.4 


4. Группы с компактными алгебрами Ли 


Teopema 1 (Г. Вейль). Пусть С — связная группа Ли, алгебра Ли 
которой компактна и полупроста. Тогда С компактна и ее центр конечен. 


Поскольку С полупроста, ее центр D дискретен. Кроме того, фактор- 
группа G/D изоморфна Ad (С) (гл. III, $ 6, n° 4, следствие 4), а значит, 
компактна (предложение 3). Наконец, G/D совпадает со своей производ- 
ной группой (гл. III, § 9, n° 2, следствие предложения 4). Таким образом, 
теорема вытекает из предложения 5 из Интегр., гл. VII, $ 3, n° 2. 


ПрРЕдложеЕНИЕ4. Пусть С — связная группа Ли с компактной алгеброй 
Ли. Существуют Top T, односвязная полупростая компактная группа 
Ли $, векторная группа V u сюръективный морфизм с конечным ядром 
Г: ИУЖТЖ$ — С. Если С компактна, то RE У состоит лишь из 
единичного элемента. 


Пусть С (соотв. $5) — односвязная группа Ли, алгебра Ли которой 
изоморфна центру (соотв. производной алгебре) алгебры Ли L(G). Тогда 
С — векторная группа, $ — компактная группа с конечным центром (тео- 
рема 1) и С отождествляется с факторгруппой СХ $ по дискретной под- 
группе D, которая центральна (Интегр., гл. УП, $ 3, n° 2, лемма 4). По- 
скольку 06pa3 D при отображении в $ централен и, следовательно, коне- 
чен, TO DAC — подгруппа конечного индекса в D. Пусть С’ — векторное 
подпространство в С, порожденное ОПС, и У — дополнительное под= 
пространство. Тогда группа Г=С’/(РПС) является тором, и С изо- 
морфна факторгруппе произведения VXTXS по некоторой конечной 
группе. 

Если С компактна, то компактно и произведение Vx TX S (Общ. ron., 
1969, гл. III, $ 4, n° 1, следствие 2 предложения 2), a следовательно, 
группа У компактна, откуда V ={e}. 


СледствиЕ 1. Пусть С — связная компактная группа Ли. Тогда 
С (G)o — тор, О (С) — компактная полупростая связная группа Ли и мор- 
физм (x, y)+> ху из C(Gh ЖО (С) в G является конечным накрытием. 


В обозначениях предложения 4 V={e} и подгруппы [(Т) и f(S) 
в С компактны и, значит, замкнуты. Поэтому достаточно показать, что 
I(N=C (Сб), [($)=р (С). Имеем L(G)=L (f(T))XL(f(S)). Поскольку 
S полупроста, a T коммутативна, L(f(T)=Æ(L(G))=L(C(Gh) (гл. Ш, 
$ 9, n° 3, предложение 8) и L(f(S)=L(G)=L(D(G) (гл. III, $ 9, n° 2, 
следствие предложения 4), откуда следует доказываемое утверждение. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Центр и фундаментальная группа полупростой связной 
компактной группы Ли конечны, а ее универсальная накрывающая KOM- 
пактна. | 43 
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В обозначениях предложения 4 группы У и Т состоят лишь из еди- 
ничного элемента; таким образом, S является универсальной накрываю- 
щей группы Ли С, и фундаментальная группа группы Ли С изоморфна 
Ker f, а следовательно, конечна. Поскольку С полупроста, ее центр D дис-. 
кретен и, значит, конечен. | 


Следствие 3. Фундаментальная группа связной компактной группы | 
Ли С является Z-modynem конечного типа, и ее ранг равен размерности 
С (G). 


Действительно, в обозначениях следствия | фундаментальная группа 
группы Ли С (С), изоморфна #2”, где п= ат С (Gh, а фундаментальная 
группа группы Ли D(G) конечна (следствие 2). 


Следствие 4. Пусть С — связная компактная группа Ли. Следующие 
условия эквивалентны: 

(i) С полупроста; 

(ii) С (С) конечна; 

(iii) a; (С) конечна. 

Если С односвязна, то она полупроста. 


Это вытекает из следствий 1—3. 


Следствие 5. Пусть G — связная компактная группа Ли. Тогда 
Int (С) — связная компонента единицы группы Ли Aut (G) (гл. III, § 10, 
Ди % | 


Пусть fe Aut (Gh. Тогда } индуцирует автоморфизм [1 группы С (Go 
и автоморфизм fe группы D(G) и реЕАЩ (С (С), foe Aut (D (С). | 
Поскольку группа Aut(C(G)) дискретна (Тор. gen., chap. УП, 
р. 15, prop. 5), то fi =194; поскольку D(G) полупроста, то, согласно 
следствию 2 теоремы | из гл. III, $ 10, n° 2, существует элемент g из 


О (С), такой, что fe(x)=gxg~' для всех x@D(G). Для любого 
x=C(G) имеем &х5б`'=х=} (х); так как G=C(G).D(G), то 
из этого следует, что gxg '=f(x) для всех хе С; таким образом, 
fe Int (8). 


ПрЕдложеЕнНИЕ 5. Пусть G — группа Ли с компактной алгеброй Ли. 

а) Предположим, что С связна. Тогда существует наибольшая 
компактная подгруппа К в G, которая связна. Существует замкнутая 
центральная векторная (n° 2) подгруппа М в С, такая, что G является 
прямым произведением NX К. 

6) Предположим, что группа связных компонент группы G конечна. 
Тогда | 

(i) Любая компактная подгруппа в С содержится в максимальной 
компактной подгруппе. 

(ii) Если Kı и Ko — две максимальные компактные подгруппы в G, то 
существует g=G, такой, что Ko=gKig 


12 ГЛ. IX. КОМПАКТНЫЕ БЕЩЕСТВЕННЫЕ ГРУППЫ ЛИ 4 


(ii) Пусть К — максимальная компактная подгруппа в G. Тогда 
КП Со совпадает с Ко; это наибольшая компактная подгруппа в бо. _ 

(iv) Существует замкнутая центральная векторная подгруппа 
N в Go, нормальная в С и такая, что для любой максимальной компак- 
тной подгруппы К в G группа Ли Со является прямым DRRUICBOENTER 
Ко на N, a С — полупрямым произведением К на N. 


а) Используем обозначения предложения 4. Проекция Kerf на 
У является копечной подгруппой векторной группы У и, значит, совпа- 
дает с единичным элементом. Из этого следует, что Kerf содержится 
в TXS, а также что С является прямым произведением векторной 
группы N=f(V) и компактной группы К=]7(ТЖ5). Проекция любой 
компактной подгруппы группы Ли С в М совпадает с единичным эле- 
ментом, и, следовательно, эта подгруппа содержится в К. Это доказы- 
‚ вает a). 
6) Предположим теперь, что группа С/Со конечна. Согласно а), 
Go является прямым произведением своей наибольшей компактной 
подгруппы M на векторную подгруппу P; очевидно, что подгруппа 
М в С нормальна. Пусть п — векторное подпространство в L(G), до- 
полнительное к подпространству L(M) и устойчивое относительно 
присоединенного представления группы С (n°1 и n°3, предложение 
3); тогда п — идеал в L(G) и L(G)=L(M)Xn. Пусть N — интеграль- 
ная подгруппа в С с алгеброй Ли п; согласно предложению 14 из 
гл. ПГ, $ 6, n° 6, она нормальна в С. Проекция из L(G) в L(P) с яд- 
ром `[. (М) индуцирует изоморфизм п на L(P); из этого следует, что 
проекция Со на Р индуцирует этальный морфизм N на Р; поскольку 
Р односвязна, это изоморфизм, и N — векторная подгруппа. Мор- 
физм (x,y)t>xy из MXN в Go является инъективным (поскольку 
MANN равно единичному элементу) этальным морфизмом, а следова- 
тельно, изоморфизмом. Из этого. вытекает, что N — замкнутая под- 
группа в С и что факторгруппа G/N компактна, поскольку Со/М ком- 
пактна, а С/Со конечна (Общ. топ., 1969, гл. III, $ 4, n° 1, следствие 
2 прежние 2): 

Согласно предложению 3 из TE гл. УП, $ 3, n° 2, любая ком- 
пактная подгруппа в С содержится в максимальной компактной под- 
группе, все максимальные компактные подгруппы в С сопряжены и для 
любой максимальной компактной подгруппы К в С группа Ли С являет- 
ся полупрямым произведением К на N. Поскольку Со содержит N, то 
она является полупрямым произведением N на СоПК; из этого следует, 
что Gof К связна и, значит, совпадает с Ко; так как К/(СоПК) изоморф- 
на G/Go, то она конечна; наконец, очевидно, что Ko является наиболь- 
шей компактной подгруппой в Со согласно а). 


Следствие. Если М удовлетворяет условиям 6) (iv) и если Ку и Ky — 
две максимальные компактные подгруппы в G, то существует элемент 
neN, такой, что nKin='— Ko. 
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Действительно, согласно (ii), существует элемент gEG, такой, 
что gk, &`'=К2; согласно (iv), существуют NEN и ЁеК,, такие, 
что g=nk. Таким образом, элемент п обладает требуемым 
свойством. | | 


$ 2. Максимальные торы компактных групп Ли 


1. Подалгебры Картана компактных алгебр Ли 


ЛЕммА 1. Пусть С — группа Ли, К — компактная подгруппа 
в Си Е — инвариантная билинейная форма на L(G). Пусть x, y=L(G). 
Существует элемент k из К, такой, что для всех ue=L(K) имеем 
_Р (и, (Ad k) (x), y])=0. 


^` Функция vt> F((Ad v)(x), y) из К в В непрерывна и, следовательно, 
имеет минимум в некоторой точке RE К. Пусть ие (К); положим 


h (t)=F ((Ad exp (tu).k) (x), y), ЕЕ В. 


Для всех { имеем й (> А (0). С другой стороны, согласно предложе- 
нию 44 из гл. III, $ 3, n° 12, имеем 


TO=F (u, (Ad #) ору =F (u, (Ad #) (2), y)), 


откуда следует доказательство леммы (FVR, chap. I, р. 20, prop. 7). 


ТЕОРЕМА |. Пусть 9 — компактная алгебра Ли. Подалгебры Картана 
алгебры Ли в (гл. УП, $ 2, п° 1, определение 1) являются ее максимальны- 
ми коммутативными подалгебрами; в частности, 9 является объединением 
своих подалгебр Картана. Группа Int (д) действует транзитивно na множе- 
стве`подалгебр Картана. алгебры „Ти. g. 


Поскольку g редуктивна, ее подалгебры Картана коммутативны 
(гл. УП, $ 2,n° 4, следствие 3 теоремы 2). Обратно, пусть t — коммутатив- 
ная подалгебра в в. Согласно предложению 1 из $ 1, n° 3, эндоморфизм 
ad x полупрост для всех хе. Согласно предложению 10 из гл. УП, $ 2, 
n° 3, существует подалгебра Картана алгебры Ли 4, содержащая +. Это 
доказывает первое утверждение теоремы. 

Пусть t и Г — две подалгебры Картана алгебры Ли в. Докажем, что 
существует автоморфизм ие Int (4), такой, что и (#) =#. Согласно предло- | 
жению | из $ 1, n° 3, можно предполагать, что g имеет вид L (С), где @ — 
связная компактная группа Ли, и на g можно выбрать невырожденную 
инвариантную симметрическую билинейную форму F. Пусть x (со- 
отв. x’) — регулярный элемент алгебры g, такой, что t—g° (x) (соотв. # = 
=g° (x’)) (гл. УП, $ 3, n° 3, теорема 2). Применяя лемму | при K=G, 
‚видим, что существует такой элемент REG, что элемент [Аа R) (x), x’] 
ортогонален g относительно F и, стало быть, равен нулю. Таким образом, 
(Ad k)(x)}=g° (x’)=t’ и, следовательно, g° (Ad А) (х)) =#, поскольку эле- 
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мент (Ad k) (x) регулярен. Мы приходим к заключению, что (Ad k) (t)=t’. 
Теорема доказана. 


Следствие. Пусть и t’ — две подалгебры Картана в g, а — noo- 
множество в t, и — автоморфизм алгебры „Ли в, переводящий а 8 Г. Cy- 
ществует элемент и из Int (в), такой, что uov отображает t nat’ и совпадает 
си на а. 


Положим G = п (в) и рассмотрим стабилизатор 2 с (а) подмножества 
ав С; это подгруппа Ли в С с алгеброй Ли 3,(a), состоящей из тех 
элементов алгебры Ли в, которые перестановочны со всеми элементами 
множества а (гл. Ш, $ 9, n° 3, предложение 7). Тогда t u u”! (t’) — две 
подалгебры Картана компактной алгебры Ли 3, (а). Согласно теореме 1, 
существует элемент v из с (a), такой, что v (t)=u”!(t’). Этот элемент 
обладает нужными свойствами. 


2. Максимальные торы 


Пусть С — группа Ли. Тором в С называется любая замкнутая 
подгруппа этой группы Ли, являющаяся тором ($ 1, п°2), т. е. любая 
коммутативная связная компактная подгруппа. Максимальные элементы 
множества торов в группе С, упорядоченного по включению, называются 
максимальными торами в G. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть С — связная компактная группа Ли. 

а) Алгебры Ли максимальных торов в группе Ли С являются подал- 
гебрами Картана в L(G). 

6) Пусть Ti u T2 — два максимальных тора в С. Существует элемент 
се С, такой, что Ta=gTı g 7. 

в) С является объединением своих максимальных торов. 


Пусть t — подалгебра Картана в L(G). Интегральная подгруппа 
в Gc алгеброй Ли t замкнута (гл. УП, $ 2, n° 1, следствие 4 предложе- 
ния 4) и коммутативна (теорема 1), а следовательно, является тором 
в С. Если T — максимальный тор в С, то его алгебра Ли коммутативна и, 
стало быть, содержится в некоторой подалгебре Картана алгебры Ли 
L(G) (теорема 1). Отсюда следует, что все максимальные торы в группе 
Ли С суть в точности ее интегральные подгруппы, ассоциированные 
с подалгебрами Картана алгебры Ли L(G). Утверждение а) доказано. 
Утверждение 6) следует из теоремы 1, поскольку канонический гомо- 
морфизм G — Int (LZ (G)) сюръективен (гл. III, § 6, n° 4, следствие 4 пред- 
ложения 10). 

_ Обозначим через Х объединение максимальных торов в группе С, 
и пусть Г — максимальный тор в С. Образом непрерывного отображения 
(g, /н> gig ' из СХТв С является множество X, которое тем самым 
замкнуто в С. Для доказательства в) достаточно убедиться в том, что 
X открыто в С. Поскольку À устойчиво относительно внутренних авто- 
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морфизмов, достаточно показать, что для всех A € Т множество À является 
окрестностью точки а. Докажем это индукцией по размерности группы 
Ли G. Рассмотрим два случая: : 

1) a ne принадлежит центру группы Ли G. Пусть Н — связная компо- 
нента единицы централизатора Z с (а). Это связная компактная подгруппа 
в С, отличная от С, содержащая T и, стало быть; а. Поскольку эндомор- 
физм Ad a полупрост ($ 1, п° I), алгебра Ли подгруппы H является ниль- 
пространством эндоморфизма Ad а — 1. Из предложения 4 из гл. УП, $ 4, 
n° 2, следует, что множество У, являющееся объединением подгрупп, 
сопряженных с Н, есть окрестность точки а. Согласно предположению 
индукции, HCX и, следовательно, Ус Х. Таким образом, À — окрест- 
HOCTb 4. | 

2) а принадлежит центру группы Ли С. Достаточно доказать, что 
аехр x принадлежит X для любого x из L(G). Поскольку любой элемент 
x из L(G) принадлежит некоторой подалгебре Картана алгебры Ли [. (С) 
(теорема 1), то соответствующая интегральная подгруппа 7’ содержит 
exp x. Так как подгруппа T’ сопряжена с 7, то она содержит а и, следова- 
тельно, аехр х. Отсюда вытекает требуемое утверждение. 


СледствиЕ |. а) Экспоненциальное отображение для С сюръек- 
тивно. 
6) Для любого n >1 отображение g > 5" из G в С сюрзективно. 


Действительно, exp (Г (С)) содержит все максимальные торы в С, 
что дает а). Утверждение 6) следует тогда из формулы (exp x)" =ехр nx 
для x из L(G). 

Замечание 1. Существует компактное подмножество К в L(G), такое, что 
exp с (К) = С. Действительно, если Т — максимальный тор в G, то существует 

компакт CCL (T), для которого exp „(C)=T; достаточно взять K— 


= |) (Ad g)(C). 
geG 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пересечение максимальных торов в группе Ли С являет- 
ся центром этой группы Ли. | 


Пусть x — центральный элемент в С. Согласно теореме 2B), существу- 
ет максимальный тор T B С, содержащий x. Тогда x принадлежит всем 
торам, сопряженным с 7, т. €. всем максимальным торам в группе Ли С. 
Обратно, если x принадлежит всем максимальным торам в С, TO OH, 

- согласно. теореме 2B), коммутирует со всеми элементами из С. 


Следствие 3. Пусть gEG, u пусть С — его централизатор. Тогда 
5 принадлежит Со, причем группа Co является объединением максималь- 
ных торов в Ц, содержащих в. 


Существует максимальный тор Т в G, содержащий g (теорема 
2в)) и, следовательно, содержащийся в Со. С другой стороны, Со — связ- 
ная компактная группа Ли, так что она является объединением своих 
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максимальных торов (теорема 2в)); все они содержат g (следствие 2), 
т. €. в точности являются максимальными торами в С, содержащими в. 


Следствие 4. Пусть gEG. Если g — регулярный элемент (гл. УП, 
$ 4, n° 2, определение 2), TO он принадлежит единственному максималь- 
ному TOPY, который является связной компонентой единицы его централи- 
затора. Если g не регулярен, TO он принадлежит бесконечному множеству 
максимальных торов. 


Поскольку Ad g полупрост, размерность нильпространства эндо- 
морфизма Ad с — | такая же, как и размерность централизатора С эле- 
мента 5. Согласно теореме | и предложению 8 из гл. УП, $ 4, n° 2, элемент 
£ регулярен тогда и только тогда, когда Co — максимальный тор в С. Ис- 
пользуя следствие 3, завершаем доказательство. 


Следствие 5. а) Пусть $ — тор в С. Централизатор группы $ связен 
и является объединением максимальных торов в С, содержащих S. 

6) Пусть s — коммутативная подалгебра в L(G). Стабилизатор $ 
в С связен и является объединением максимальных торов в С, алгебра Ли 
которых содержит 5. 


Для доказательства а) достаточно проверить, что если элемент & груп- 
пы Ли С перестановочен с $, то существует максимальный тор в этой 
группе Ли, содержащий $ ug. Ho если С — централизатор элемента 5, то 
g & Co (следствие 3) и $ < Co. Если, далее, T — максимальный TOP в связ- 
ной компактной группе Ли Со, содержащий $, то gET (следствие 2), 
откуда вытекает а). Утверждение 6) следует с учетом предложения 9 из 
гл. ПГ, $ 9, n° 3, из утверждения а), примененного к интегральной под- 
группе с алгеброй Ли $5. 


Замечание 2. Из следствия 5 вытекает, что максимальный тор в группе 

Ли G является ее максимальной коммутативной подгруппой. Обратное 

неверно: например, в группе Ли SO (3, В). максимальные торы имеют размер- 

Z ность | и, следовательно, не могут содержать подгруппу диагональных матриц, 

изоморфную группе (Z/2Z)°. С другой стороны, если ge SO (3, В) — нескаляр- 

ная диагональная матрица, то & — регулярный элемент группы SO (3, В), 
централизатор которого несвязен (см. следствие 4). 


СледствиЕеб. Максимальные торы в С являются своими собственными 
централизаторами и стабилизаторами своих алгебр Ли. 


Пусть T — максимальный тор в Си С — его централизатор. Так как 
Г (Т) — подалгебра Картана 8 L(G), то L (T)=L (С). Следовательно, C= 
— T, поскольку С — связная подгруппа (следствие 5). 


~ 


СлЕдствиЕТ. Пусть Т и T’ — два максимальных тора в G, А — подмно- 
жество в Ти $ — автоморфизм группы G, переводящий А в T’. Существует 
ge G, такой, что so (Int 5) отображает T на Т’ и совпадает с $ на А. 
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Пусть С — централизатор множества А. Тогда T u $ ' (Т’) — два. 
максимальных тора в Со. Любой элемент g из Co, такой, что (Int 5) (ТГ) = 
—=$ '(Т^), обладает нужными свойствами. 


Следствие 8. Пусть Н — компактная группа Ли и Т — максимальный 
тор в Н. Тогда Н=Ми(Т).Ну и вложение N,(T) в Н индуцирует 
изоморфизм Мн (Т)/ Мн, (Т) на Н/Но. 


Пусть AEH. Тогда h~' Th — максимальный тор в Ho, и, следователь- 
но (теорема 2), существует элемент & @ Ho, такой, что hg HN, (Т). Таким 
образом, h принадлежит N y (Т).Но, откуда вытекает первое утверждение. | 
Второе утверждение непосредственно следует из первого. 


Замечания. 3) Пусть С — связная группа Ли с компактной алгеброй 
Ли. Назовем подгруппами Картана в С интегральные подгруппы, алгебры Ли 
которых являются подалгебрами Картана алгебры Ли L (С) (подгруппы Карта- 
на связной компактной группы Ли являются ее максимальными торами). Теоре- 
ма 2 и ее следствия остаются справедливыми для С, если в них всюду заменить 

‚выражение «максимальный тор» на выражение «подгруппа Картана». Это 
следует в силу предложения 5 $ 1, п° 4, из того факта, что С является прямым 
произведением векторной группы У на связную компактную группу К, и из того, 
что подгруппы Картана в С являются произведениями группы У на максималь- 
ные торы в К. Отметим, между прочим, что из следствия 6 этого пункта вытекает 
также, что подгруппы Картана можно определить как стабилизаторы подал- 
гебр Картана в. L(G). 

*4) Утверждение в) теоремы 2 можно также доказать следующим образом. 
Будем считать, что С наделена инвариантной римановой метрикой ($ 1, n° 3, 
предложение 3). Тогда для любого элемента g из С существует максимальная 
геодезическая, проходящая через & и единичный элемент группы Ли С (теорема 
Хопфа — Ринова). Проверяется, что замыкание этой геодезической является 
подтором в группе Ли G., 


3. Максимальные торы в подгруппах и в факторгруппах 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть С и G’ — две связные компактные epyn- 
пы Ли. 

а) Пусть f: G > С’ — сюръективный морфизм групп Ли. Максималь- 
ные торы в G’ являются образами максимальных торов в С при отображе- 
нии |. Если ядро отображения | центрально в G (например, дискретно), TO 
максимальные торы в С являются в точности прообразами максимальных 
торов в С’ при отображении f. 

6) Пусть Н — связная замкнутая подгруппа в G. Любой максималь- 
ный тор в Н является пересечением с Н некоторого максимального тора 
8-6. 

в) /Iycro Н — связная замкнутая нормальная подгруппа в G. Макси- 
мальными торами в Н являются пересечения с Н максимальных торов в G. 


а) Пусть Т — максимальный тор в С. Тогда L(T) — подалгебра 
Картана алгебры Ли L(G) (n° 2, теорема 2а)); следовательно, L (f (T)) — 
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подалгебра Картана алгебры Ли L(G’) (гл. VII, $ 2, n° 1, следствие 
2 предложения 4). Отсюда вытекает, что } (7) — максимальный тор в G’ 
(n° 2, теорема 2a)). Если подгруппа Ker } центральна в С, то она содер- 
жится в Т (следствие 2 теоремы 2), т. е. T=f'(f(T)). 

Обратно, пусть 7’ — максимальный тор в G’. Покажем, что в С cy- 
ществует такой максимальный TOP Т, что [(T)=T’. Пусть Tı — максималь- 
ный тор в С. Тогда | (71) — максимальный тор в С’ и существует элемент 
g’ = С’, для которого Г’ = g’ | (Т!) 5” ' (теорема 26)). Если элемент ge С 
таков, что [(g)=g’, то для T=gTı g_' имеем. 7’ =} (T), T=f7' (f (7)). 

6) Пусть $ — максимальный тор в Н. Тогда $ — тор в С, и, следова- 
тельно, существует максимальный тор T B С, содержащий $. Пересечение 
ТПН — коммутативная подгруппа в H, содержащая $ и, стало быть, 
совпадающая с $ (n° 2, замечание 2). 

в) Согласно предложению 2B) из $ 1, п°3, L(G) является прямым 
произведением L (H) на некоторый идеал. Подалгебры Картана алгебры 
Ли L (Н) являются, следовательно, пересечениями с L (H) подалгебр Кар- 
тана алгебры Ли L (С). Для любого максимального тора Тв С пересечение 
TNH содержит максимальный тор $ в H, и, стало быть, $ =ТПН (n° 2, 
замечание 2). 


Замечания. 1) Предложение | непосредственно обобщается на связные 
группы с компактной алгеброй Ли. В частности, если С — связная группа Ли 
с компактной алгеброй Ли, то подгруппы Картана в С (см. замечание 3, п° 2) 
являются не чем иным, как прообразами (относительно канонического гомо- 
морфизма из С на Ad (G)) максимальных торов связной компактной группы Ли 
Ad (С). 

2) Пусть G — связная компактная группа Ли, À (С) — универсальная 
накрывающая группы D (С) uf: Б (6) -> G — морфизм, являющийся компози- 
цией канонических морфизмов из D (G) на D (G)u us D (С)в С. Тогда отображе- 
ние 7 +> f—' (Т) есть биекция множества максимальных торов в С на множество 
максимальных торов в D (С). Обратная биекция ставит в соответствие макси- 
мальному тору Г в D (С) максимальный Top C (Gh.f (Г) в С. 


4. Подгруппы максимального ранга 


Рангом связной группы Ли С называется ранг ee алгебры Ли, 
обозначаемый через rg С. Согласно теореме 2a), ранг связной компактной 
группы Ли равен общей размерности ее максимальных торов. 

Пусть G — связная компактная группа Ли и À — замкнутая подгруп- 
па в С. Если H связна, то rg Н < ге С (поскольку максимальные торы 
в Н являются торами в С). Согласно теореме 2B), подгруппа H связна 
и имеет максимальный ранг (т. €. ранг, равный rg G), когда она является 
объединением максимальных торов в G. Из предложения | тут же выво- 
дится 


{ 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть |: С — G’ — сюръективный морфизм связ- 
ных компактных групп Ли, ядро которого лежит в центре. Отображения 
Нк | (Н)иН’н» [7 (Н’) являются биекциями, устанавливающими взаим- 
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но однозначное соответствие между множеством связных замкнутых 
подгрупп максимального ранга в G и аналогичным множеством 
для GL | 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Пусть С — связная компактная группа Ли и Н — ее 
связная замкнутая подгруппа максимального ранга. | 

а) Компактное множество G/H односвязно. 

6) Гомоморфизм п! (H) — п, (С), полученный из канонического вложе- 
ния Н в С, сюръективен. 


Поскольку H связна, имеем точную последовательность (Тор. gen., 
chap. ХГ!)) 


a Gil = ee (Oe RIE DD, 


гдее — образв С/Н единичного элемента группы С. Так kak G/H связна, 
из этого сразу жеполучается эквивалентность утверждений а) иб). С дру- 
гой стороны, если |: G’ —+ С — сюръективный морфизм связных компакт- 
ных групп Ли, ядро которого лежит в центре, то безразлично, доказывать 
ли предложение (в форме а)) для С или для С’ (предложение 2). Таким 
образом, можно сначала заменить С на Ad (С), т. е. предположить, что 
С полупроста, а потом заменить С на ее универсальную накрывающую 
($ 1, n° 4, следствие 2), т. е. предположить, что С односвязна. Но тогда 
утверждение 6) тривиально. | | 


ПрЕдложеЕнНИЕ 4. Пусть С — компактная группа Ли, Н — связная 
замкнутая подгруппа в С максимального ранга и М — нормализатор 
-Н в С. Тогда Н имеет конечный индекс в N и является связной компонентой 
единицы группы N. 


_ Действительно, алгебра Ли подгруппы H содержит подалгебру Карта- 
на алгебры L(G). Согласно следствию 4 предложения 4 из гл. VII, $ 2, 
n° 1, Н есть связная компонента единицы группы N. Поскольку N компакт- 
Ha, À — группа конечного индекса в N. 


Замечания. 1) Любая интегральная подгруппа Н в С, такая, что 
rg H=rg G, замкнута. Действительно, предыдущее доказательство пока- 
зывает, что Н — связная компонента единицы своего нормализатора, 
который является замкнутой подгруппой в G. 

2) В обозначениях предложения 4 любая замкнутая подгруппа Н’ в С, 
содержащая Н и такая, что индекс (H’:H) конечен, нормализует Н и, 
следовательно, содержится в N; аналогично нормализатор группы Н” 
содержится в М. В частности, М является свойм собственным 
нормализатором. | 


I) Ссылка Top. gen., chap. XI, означает гл. XI французского издания, которая 
готовится к печати. . 
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5. Группа Вейля 


Пусть G — связная компактная группа Ли и Т — максимальный тор 
в С. Обозначим через N „(T) нормализатор Т в G; согласно предложению 
4 (n° 4), факторгруппа Мс (Т)/Т конечна._Обозначим ее через М с(Т) или 
\ (Г) и назовем группой Вейля максимального тора Т в С или группой 
. Вейля группы С относительно Т. Поскольку группа Т коммутативна, дейст- 
Bue N с (Т) на 7, порожденное внутренними автоморфизмами группы Ли С, 
при переходе к факторгруппе индуцирует действие, называемое канониче- 
‚ским, группы М с(Т) на группе Ли Т. Согласно следствию 6 теоремы 2 из 
n° 2, это действие является точным: гомоморфизм Мс (Т) + Aut Т, кото- 
рый ему соответствует, инъективен. | 

Если 7’ — другой максимальный тор в С и если элемент G&G таков, 
что Int g отображает T на 7” (n° 2, теорема 26)), To Int g индуцирует 
изоморфизм а, группы WÇ(T) на группу Шс(Т”) иа, (5) (gig ')=gs (t) g~' 
для всех $5Е\с(Т) и всех teT. 


ПрРЕдложеЕНИЕ 5. а) Любой класс сопряженных элементов в С ne- 
ресекается с T. 

6) Пересечения классов сопряженных элементов в С с тором Т явля- 
ются орбитами группы Вейля. 


Пусть ge G; согласно теореме 2 из n° 2, существует элемент HE G, 
‘такой, что gehTh”', откуда следует а). Согласно определению группы 
Вейля, два элемента, принадлежащие одной орбите группы W.(T) в Т, 
сопряжены в С. Обратно, пусть а, 6 — два элемента из Т, сопряжен- 
ные в С. Существует элемент йе С, такой, что. 6 =йай`';. применяя 
следствие 7 теоремы 2 (n° 2) с А={а}, $ = шей, Т’=Т, видим, что суще- 
ствует элемент g = G, такой, что Int hg отображает TB Тиана 6. Класс 
элемента hg в \ШСс(Т) отображает тогда а на 6, откуда следует 
предложение. 


Следствие |. Каноническое вложение T в С определяет при переходе 
к факторгруппе гомеоморфизм T/W G(T) на пространство G/Int (G) клас- 
сов сопряженных элементов в G. 


Действительно, это непрерывное и биективное отображение между 
двумя компактными пространствами (см. Общ. топ., 1969, гл. ПТ, $ 4,n° 1, 
следствие | предложения 2). 


Следствие 2. Пусть Е — подмножество в G, устойчивое относительно 
‚внутренних автоморфизмов. Для того чтобы E было открыто (соотв. за- 
_мкнуто, соотв. плотно) в С, необходимо и достаточно, чтобы ENT было 
открыто (соотв. замкнуто, соотв. плотно) в Т. 


Это вытекает из следствия | и из того, что канонические отображе- 
ния Г > BAM) и G— G/Int (G) являются открытыми (Общ. ron., 1969, 
гл. Ш, $ 2, n° 4, лемма 2). 
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Обозначим через g алгебру Ли группы Ли С и через алгебру Ли. 
группы Ли 7. Действие группы с(Т) в Т определяет представление, 
называемое каноническим, группы Шс(Т) в векторном В-пространстве +. 


Предложение 6. а) Все орбиты группы С в 9 (для присоединенного 
представления) пересекаются с t. 


6) Пересечения орбит гриппы G ct являются орбитами группы 
с (Г) в +. 


Утверждение а). следует .из теоремы | (n°1). Пусть x, y — два 
элемента из & принадлежащие одной орбите группы Ad (С), и пусть he 
= С таков, что (Ad h) (x)=y. Применяя следствие теоремы | (n° 1) для а = 
={x}, и= Ad h, t’ = видим, что существует g = С, такой, что Ad hg ото-. 
бражает { на t u x B y. Таким образом, hgeN,.(T) (гл. III, § 9, n° 4, 
предложение 11), и класс элемента hg B W4(T) переводит x в у, откуда 
следует предложение. 


СлЕДствиЕ. Каноническое вложение t в g определяет при переходе 
к факторалгебрам гомеоморфизм t/WG(T) на g/Ad (С). 


Обозначим через | это отображение; оно непрерывно и биективно 
(предложение 6). Имеет место коммутативная диаграмма 


тык 9 
р j q 
t/W.(T) > g/Ad (G) 


гдери 4 — отображения перехода к факторалгебре, a i — каноническое 
вложение. Поскольку i U 4 — собственные отображения (Общ. Ton., 1968, 
гл. I, $ 10, n° 1, предложение 2, 1969, гл. Ш, $ 4, n° 1, предложение 2B) 
и отображение р сюръективно, TO | — собственное |) отображение 
(Общ. топ., 1968, гл. I, $ 10, n° 1, предложение 5) и, следовательно, гомео- 
морфизм. 


_ ПрЕдложенНиЕ 7. Пусть Н — замкнутая подгруппа в G, содержа- 
war Т. 
а) Обозначим через W „(T) подгруппу Nj, (T)/T в Ис (7); гриппа Н/Но 
изоморфна факторгруппе W ,,(T)/ Wa, (T). 


6) Для того чтобы группа Н ER связной, необходимо и достаточно, 
чтобы любой элемент из М с(Т), имеющий представителя в H, принадле- 
жал Wa, (T). 


Утверждение а) вытекает из следствия 8 ib 2 (n° 2), a утвер- 
ждение 6) есть частный случай а). 


I) Здесь, как и в книге «Многообразия. Сводка результатов», термин „applicati- 
оп ргорге“ переводится как «собственное отображение» (в отличие от «Общей топо- 
логии», где он переведен как «совершенное отображение»).— Прим. ред. 
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6. Максимальные торы и подъем гомоморфизмов 


Пусть С — связная компактная группа Ли, а Т — максимальный 
тор в С. Рассмотрим производную группу D (С) группы С и ee универсаль- 
ную накрывающую р (С); пусть р: D(G) + G — морфизм, являющийся 
_ композицией канонических морфизмов D (G) > D(G) и р (6) - С. Тогда 
D (С) — связная компактная группа Ли ($ 1, п° 4, следствие 2 предложе- 
ния 4); кроме того, прообраз 7 тора Т при отображении р является макси- 
мальным тором в Б (G) (n° 3, предложение 1). 


Лемма 2. Пусть H — группа Ли, fr: T — Ни f: D (G) + H — такие 
морфизмы групп Ли, что для всех {=Т имеем fr(p (t)) =f (0. Существует 
единственный морфизм групп Ли {: С -> Н, такой, что юр =f u что ограни- 
чением | на Т является fr. 


Положим Z =С (Со). Согласно следствию | предложения 4 из $ 1, n° 4, 
морфизм групп Ли g: ZXD(G)—+ С, такой, что g (z, х)=2-' р (x), являет- 
ся накрытием; его ядро состойт из пар (Z, x), таких, что р (х)=2 и, следова- 
тельно, ep '(Z)CT. Поскольку морфизм (2, х)н> f(z) F(x) из ZX 
X D (G) 8 Н переводит Ker g в {e}, существует морфизм f из С в H, такой, 
что fop=f u Г (2) = [у (2) для z@Z. Имеем также f (1) =}. (№ для tep(T). 
Поскольку T=Z.p (Т), ограничение f на T совпадает с fr. 


ПрЕдложеЕнНИЕ 8. Пусть С — связная компактная группа Ли, T— _ 
максимальный тор в С, Н — группа Лииф: L(G)— L (Н) — гомоморфизм 
алгебр Ли. Для того чтобы существовал морфизм групп Ли |: G—H, 
такой, что Г (f)=@, необходимо и достаточно существование такого мор- 
физма групп Ли fr: T > H, что Е (1) = ФГ (Т); тогда fr=flT. 


Если |: С —> Н — такой морфизм групп Ли, что L ({)=ф, то ограниче- 
ние {т морфизма [Ha T является единственным морфизмом из Гв H, таким, 
что L(fr—=œlL(T). Обратно, пусть fr: T— H — морфизм групп Ли, 
такой, что L (fr) =@|L (T). Пусть D (G)u р обозначают то же, что и в начале 
пункта; отображение L (р) индуцирует изоморфизм L (D (G)) на производ- 
ную алгебру Ли Б алгебры Ли L(G). Существует морфизм групп Ли f: 
D (G) > Н, такой, что L(f)=(p|b)o L(p) (гл. Ш, $ 6, n° 1, теорема 1). 
Морфизмы ++ К) и trefr(p(t)) из Гв A индуцируют один и тот же’ 
гомоморфизм алгебр Ли, а следовательно, совпадают. Применяя лемму 2, 
мы видим, что существует морфизм{: G — H, такой, что L (f) и ф совпада- 
ют на L(T) и b. Поскольку L(G)=b+L (7), то L(f)=g. 


ПрЕдложенНИиЕ 9. Пусть С — связная компактная группа Ли, T — 
максимальный тор в G, H — группа Ли и |: G— H — морфизм. Морфизм 
f инъективен тогда и только тогда, когда его ограничение na Т инъективно. 


Действительно, согласно теореме 2 (п° 2), нормальная подгруппа 
Ker ] в С состоит из единичного элемента тогда и только тогда, когда ee 
пересечение с Т состоит из единичного элемента. 
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$ 3. Компактные формы комплексных полупростых алгебр Ли 


1. Вещественные формы 


Если а — комплексная алгебра Ли, то символом Arr] (или просто 
ар) обозначается вещественная алгебра Ли, полученная ограничением 
поля скаляров. Если g — вещественная алгебра Ли, то символом gic) (или 
просто дс) обозначается комплексная алгебра Ли С® рд, полученная 
расширением поля скаляров. Имеет место биективное соответствие между 
гомоморфизмами вещественных алгебр Ли g— ар! и гомоморфизмами 
комплексных алгебр Ли вс) + а, а именно если {: 9 > ARH £2 Io > A — 
отвечающие друг другу гомоморфизмы, то f (x)=g (1 ®х)и 18 (A@ x) = À (x) 
для всех xeg, ЛЕС. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть а — комплексная алгебра Ли. Веществен- 
ной формой алгебры Ли а называется всякая вещественная подалгебра д 
ва, являющаяся В-структурой на векторном С-пространстве а (Alg., chap. 
IE, p.: 119, def. 1). 


Это означает, что гомоморфизм комплексных алгебр Ли g(c + 4, 
ассоциированный с канонической инъекцией, биективен. Вещественная 
подалгебра д в а, следовательно, является вещественной формой алгебры 
Ли а тогда и только тогда, когда подпространства в и ig вещественного 
векторного пространства а являются взаимно дополнительными. Сопря- 
жением в а относительно вещественной формы g называется отображение 
с: aa, такое, что 


o (x +iy)=x—iy, x, ySg. | | (1) 


ПрЕдложеЕнНиЕ 1. a) `Пусть g — вещественная форма алгебры Ли а 
и с — сопряжение в а относительно 9. Тогда т 


old, 0 (Ax +uy)=Âo (x)+ по (y), [o (x) Е y) (2) 


для hk, цЕЕС, x, yea. Для того чтобы элемент X из а принадлежал д, не- 
обходимо и достаточно, чтобы 0 (x) = x. 

6) Пусть 0: а — а — отображение, удовлетворяющее условиям (2). 
Тогда множество g неподвижных точек отображения в является вещест- 
венной формой алгебры a, а 0 — сопряжением в а относительно G. 


Доказательство очевидно. 

Отметим, что если через В обозначить форму Киллинга алгебры Ли а 
и если д — вещественная форма этой алгебры Ли, то ограничение В на g 
является формой Киллинга алгебры Ли 9. В частности, В принимает Be- 
щественные значения на g X g. Предположим, что а редуктивна. Для того 
чтобы вещественная алгебра Ли д была компактной, необходимо и доста- 
точно, чтобы форма, полученная ограничением В на в, была отрицательной 
($1, n° 3). В этом случае говорят, что 9 является компактной веществен- 
ной формой алгебры Ли а. 
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2. Вещественные формы, ассоциированные с системой Шевалле 


В этом пункте рассматривается расщепленная полупростая алгеб- 
раЛИи (a,b) над полем С (гл. VIII, $ 2, n° 1) с системой корней К (a, 5) = 
— R исистема Шевалле (X). <p этой алгебры Ли (гл. VIII, $ 2, n° 4, опре- 
деление 3). | 

Напомним (см. там же), что линейное отображение 6: а — а, которое 
совпадает с — 14, на b и переводит X, в X_, для всех «= К, является 
автоморфизмом алгебры Ли а. С другой стороны (там же, предложение 7), 
если a, В, a+ 6 — корни, TO 


[Xa, Хв|= Nap Xa +8; (3) 


где N,seR*u 


N_«, —в== Ма, в- (4) 


Обозначим через ho вещественное векторное подпространство в В, 
состоящее из таких Не, что a (Н)е В для всех aE R. Тогда bo является 
К-структурой на комплексном векторном пространстве В, для всех ae 
ER имеем [X,, Х_ „Е Ши ограничение формы Киллинга В алгебры а на bo 
невырожденно и положительно (гл. VIII, $ 2, n° 2, замечание 2). Кроме 
того, 


В (Н, Х.)=0, В (Xa, Хв)=0, если «+ В=20, В (Xa, Х-.)<0 (5) 
(гл. VIII, $ 2, n° 2, предложение | и n° 4, лемма 3). 


IlPEnnoxEHHE 2. a) Вещественное векторное подпространство ao—= 
= Do + 2 RX, 8 a является вещественной формой алгебры а с подалгеб- 


acR 
рой Kaprana bo. Пара (ao, bo) является расщепленной полупростой 8e- 
щественной алгеброй Ли с системой Шевалле (Х.). 

6) Пусть 0 — сопряжение в а относительно ао. Тогда во0 = B00. Множе- 
ство а, неподвижных точек отображения 0°0 является компактной ве- 
шественной формой алгебры „Ли a, u ibo — подалгебра Картана алгебры 
Ли dy. 


Часть а) сразу следует из предыдущего. Докажем 6). Поскольку 000 
и 000 — два полулинейных отображения из а ва, совпадающих на Ao, TO 
они совпадают всюду. Тогда отображение 000 удовлетворяет условиям (2) 
из n° | u, следовательно, является сопряжением в а относительно ве- 
щественной формы Au, состоящей из таких X Ha, что 000 (x) =х (предложе- 
ние |). Положим для ASR 


Ua=XatX—a, %=1(Х.— Хо). : (6) 


Тогда векторное В-пространство а, порождается iho, и, Va. Более 
точно, если выбрать камеру С системы корней К, то 
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eher @` (Ви Е Во): ое 
а=К, (С) 


Очевидно, что iho является подалгеброй Картана ‘алгебры Ли аи, и остает- 
ся доказать, что ограничение на a, формы В отрицательно. Поскольку iho 
и различные подпространства Ви. Ф Ки. ортогональны относительно. В, 
см. (5), ограничение В на ibo отрицательно, и мы. получаем 


В (из, Ua) = B (Va, Va) =2В (Ka, X-.)<0, В = Va) =0, _ (8) 
откуда следует доказываемое утверждение. 
Замечание. В предыдущих обозначениях имеют место формулы 


[h, u.]= —ia (Ah) va, [h, Ча] = 19 (h) us, [us, val=2iH, (heb), (9) 


un Ив] = Ма, plots t Na, plug GAB, (10) 
[9 9в| = — Ма, puarptNa, —p4a—p az +f, (11) 
un Upl=Na pg Varp Ма, pda p а == +В = (42) 


(B Tpex последних формулах, как обычно, считается, что NV, 0 если y+ 
+6 не корень). 
Отметим, что 2 Ви. — вещественная подалгебра алгебры Ли а, KOTO- 


рая является не чем иным, как @о[]аи. 

Пусть С (R) — группа радикальных весов системы R (гл. УТ, $ 1,n° 9). 
Напомним, что с любым гомоморфизмом y: О (R) — С* ассоциируется 
элементарный автоморфизм (y) алгебры Ли a, такой, что } (y) (h)=h для 
heb u f(y) Х.=У (a) Х. (ra. VIII $ 5, n° 2). 


ПрРЕдложЕНИЕ 3. Пусть 9 — компактная вещественная форма ал- 
гобры Ли a, такая, что gfb—=ibo Существует такой гомоморфизм 


7: © (К) > В+, что g=f (y) (au). 


Пусть т — сопряжение в а относительно 9. Тогда, согласно предпо- 
ложению, т (x) =х для x Silo, и, следовательно, т (x)= — x для хе bo. Для 
всех a=RkR и всех h=bo 


[h, t (Х«)] = [-—т (A), т (Ха) = — т (Ih, Х) = — т (a (A) Xa). 


Из этого вытекает, что [h, т (X4)]= —a (A) т (X.) для всех h =bo, а следова- 
тельно, и для всех he@bh. Таким образом, существует элемент с. = C*, 
такой, что т (Х.) = Ca Ха. Поскольку Xu, X-4]= Ш, то [т (Xa), tT (X _.)]> 
= —[Х., X_.]H, значит, с..с—«=1; аналогично из формул (3) и (4) полу- 
чаем, что Са+в==Со св, если а, В, «В являются корнями. Согласно 
следствию 2. предложения 19 из гл. VI, $ 1, n° 6, существует гомомор- 
физм 6: Q(R)— С*, такой, что 6 (a)—=c. для всех a=R. 

Теперь покажем, что все числа с. вещественны и строго положитель- 
ны. Действительно, Со В (Ха, X- a) = B (Xa, т (Xa)), и, поскольку значение 
В (Х., Х_.) отрицательно, то достаточно показать, что В (2, т (2)) < 0. для 
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любого ненулевого элемента 2 из a. Поскольку любой элемент из а запи- 
сывается в виде x-iy, где x и у из g, TO | 


В (x +iy, t (x +iy)) =В (x +iy, x —iy)=B (x, x)+B (y, y), 


откуда вытекает требуемое утверждение, так как ограничение В Ha 9, 
согласно предположению, невырожденно. и отрицательно. 

_Из этого следует, что гомоморфизм 6 принимает значения в R#; 
поэтому существует гомоморфизм y: Q(R)— В*, такой, что 6=y~”. 
Тогда f (у) ' (в) является вещественной формой алгебры Ли а; соответ- 
ствующим сопряжением будет t’ =f (y) 'ото} (у). Для всех «еЮ полу- 
чаем 


т (Xa)=f (y)~! (t (ca? Xa)) =f (NT (с Xa) = X—a 


г ! 
ит’ (1) =т (1) =# для heiho. Из этого следует, что т’ является сопряже- 
нием относительно компактной вещественной формы ay. Значит, 


[(%) (в) = аи. 


3. Сопряженность компактных форм 


Teopema 1. Пусть а — комплексная полупростая алгебра Ли. 

а) а обладает компактными (соотв. расщепляемыми) вещественными 
формами. | 

6) Группа Int (а) действует транзитивно на множестве компактных 
(соотв. расщепляемых) вещественных форм алгебры Ли а. 


Пусть b — подалгебра Картана алгебры Ли а. Тогда (a, 5) — 
расщепленная полупростая алгебра Ли (гл. VIII, § 2, n° 1, замечание 2), 
обладающая системой Шевалле (X,) (гл. VIII,$ 4, n° 4, следствие предло- 
жения 5). Часть a), таким образом, следует из предложения 2. Пусть в — 
компактная вещественная форма алгебры Ли а. Покажем, что существует 
v = Int (а), такой, что v (a,) =g. Пусть t — подалгебра Картана алгебры Ли 
9; тогда tic) — подалгебра Картана алгебры Ли а. Поскольку группа 
Int (а) действует транзитивно на множестве подалгебр Картана алгебры 
Лиа (ra. УП, $ 3, n° 2, теорема 1), то доказательство сводится к случаю 
t(c) =5. Так как форма g компактна, собственные значения эндоморфизма 
adh для het чисто мнимы ($ 1, n° 3, предложение 1). Следовательно, 
корни «ER отображают t BIR, а значит, { = Йо. Тогда, согласно предложе- 
нию 3 (n° 2), существует такой vEelnt (a), что v (а,) =д, откуда следует 
утверждение 6) в случае компактных форм. Пусть, наконец, M1 и M2 — две 
расщепляемые вещественные формы алгебры Ли а. Существуют разметки 
(ти, 61, Bi, (X4)) и (ть, be, Bo, (X2)) (ra. УШ, $ 4, n° 1), которые очевидным 
образом продолжаются до разметок е! и е› алгебры Ли a. Автоморфизм 
алгебры Ли а, который переводит е! в €2, переводит M1 в Me; таким обра- 
зом, достаточно применить предложение 5 из гл. УШ, $ 5, n° 3, чтобы 
доказать существование элемента и из Аи® (а) = Пи (а), такого, что 
и (mi) = M2. . 
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Замечание. Позже мы получим общую классификацию вещественных 
форм комплексной полупростой алгебры Ли. 


Следствие |. Пусть в u 9’ — две компактные вещественные алгеб- 
ры Ли. Для того чтобы g и 9’ были изоморфны, необходимо и доста- 
точно, чтобы комплексные алгебры Ли Gc) и 9’(с) были изоморфны. 


Необходимость условия очевидна. Обратно, предположим, что 8\с) 
4 g’(c) изоморфны. Пусть с (соотв. с’) — центр алгебры Ли g (соотв. 


9’) и з (соотв. 5’) — производная алгебра алгебры Ли g (соотв. 9’). 
Тогда сс) И с’с являются соответственно центрами алгебр Ли go 


И 9© и, следовательно, изоморфны; из этого вытекает, что коммута- 
тивные алгебры Ли с и с’ изоморфны.. Аналогично $(с) И $’(с) изоморф- 
ны, а значит, согласно теореме 16), изоморфны и алгебры s и 8’, яв- 
ляющиеся компактными вещественными формами двух изоморфных 
комплексных полупростых алгебр Ли. 


СледствиЕ 2. Пусть а — комплексная алгебра Ли. Следующие 
условия эквивалентны: 

(i) а редуктивна. 

(ii) Существует компактная вещественная алгебра Ли 9, такая, 
что а изоморфна Gc. 
(iii) Существует компактная группа Ли СЦ, такая, что а изоморфна 
L (G)(cy 

Согласно определению | из $ 1, n°3, условия (ii) и (Ш) экви- 
валентны и из`них следует условие (1). Если а редуктивна, то она яв- 
ляется прямым произведением коммутативной алгебры, которая оче- 
видным образом обладает компактной вещественной формой, и NO- 
лупростой алгебры, которая также обладает компактной веществен- 
ной формой согласно теореме la). Следовательно, (i) влечет 
за собой (1). | 


СледствиЕ 3. Пусть a; и a2 — две комплексные полупростые ал- 
гобры Ли. Компактными вещественными формами алгебры Ли а Жа? 
являются произведения gi XQo, где gi — компактная вещественная фор- 
ма алгебры Ли a; для i= 1, 2. 


Действительно, существует компактная вещественная форма gi 
(соотв. go) алгебры Ли a; (соотв. a2); тогда gi Xgo — компактная Be- 
щественная форма алгебры Ли a; Kae. Следствие вытекает из теоремы 
16), примененной к Qj, G2 и ar Xaa. 

В частности, из этого следствия. 3 получается, что компактная ве- 
щественная алгебра Ли в проста тогда и только тогда, когда комплекс- 
ная алгебра Ли gic) проста. Тогда говорят, что g — алгебра Ли типа А» 
или By, ...,если 9(с) — алгебра Ли типа An или By, .... Согласно следст- 
вию | этого пункта, две компактные простые вещественные алгебры Ли 
изоморфны тогда и только тогда, когда они одного типа. 
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Пусть С — почти простая (гл. Ш, $ 9, n° 8, определение 3) связная 
комплексная группа Ли. Говорят, что G — группа Ли типа À, или В», ..., 
‚если ее алгебра Ли имеет тип A, или В», .... Две односвязные почти про- 
стые компактные группы Ли изоморфны тогда и только тогда, когда они 
одного типа. | 


4. Пример I: компактные алгебры Ли типа À, 


Пусть У — конечномерное комплексное векторное пространство 
и Ф — невырожденная положительная эрмитова форма на У. Унитарная 
группа, ассоциированная с формой Ф (см. Alg., chap. IX ')),— это nox- | 
группа U (Ф) группы GL (У), состоящей из автоморфизмов комплексного 
гильбертова пространства (У, Ф). Это (вещественная) подгруппа Ли груп- 
пы GL (У), алгебра Ли которой является подалгеброй u (Ф) вещественной 
алгебры Ли gl (У), состоящей из эндоморфизмов x пространства У, таких, 
что х* = — x (гл. [Ш, $ 3, n° 10, следствие 2 предложения 37), где через х* 
обозначается эндоморфизм, сопряженный к X относительно D. Поскольку 
группа U(®) компактна ($ 1, n°1), и(Ф) — компактная веществен- 
ная алгебра Ли. Аналогично специальная унитарная группа SU (®)= 
= (Ф)П SL (У) — это компактная подгруппа Ли в SL(V) с алгеброй 
Ли su (D) =u (Ф) (sl (У). 

Если У = С" и Ф — стандартная эрмитова форма (для которой кано- 
нический базис в С” ортонормирован), то вместо Ц (D), SU (Ф), и (D), 
su (D) пишут Ц (п, С), $Ч (п, С), и (п, С), зи (п, С). Элементами из 
U (п, С) (соотв. и (п, C)) являются такие матрицы AE M, (С), что А.'А = 
=I, (соотв. А = — 'А). Их называют унитарными (соотв. антиэрмитовыми). 


[TPEAIOKEHNE 4. a) Компактными вещественными формами комплекс- 
ной алгебры Ли sl (У) являются алгебры su (D), где D пробегает множе- 
ство невырожденных положительных эрмитовых форм на комплексном 
векторном пространстве V. 

6) Алгебры u (D) являются компактными вещественными формами 
алгебры Ли gl (У). 7 


Пусть Ф — невырожденная положительная эрмитова форма Ha 
У. Для всех x = gl (И) положим с (x) = — x* (где х*— эндоморфизм, сопря- 
женный к х относительно Ф). Тогда о удовлетворяет условиям (2) предло- 
жения | из n° | и, следовательно, множество и (D) (соотв. su (Ф)) непод- 
вижных точек отображения ов gl (У) (соотв. sl (V)) является компактной 
вещественной формой алгебры Ли gl (У) (соотв. sl (V)). Поскольку группа 
СТ. (У) действует транзитивно на множестве невырожденных положитель- 
ных эрмитовых форм на У (Alg., chap. IX) и на множестве компактных 
вещественных форм алгебры Ли з[ (У) (n° 3, теорема 1, и гл. VIII, § 13, 
n° 1 (VID), то предложение 4 доказано. 


I) См. также Aue., 1966, гл. IX, $ 6, n° 2.— Прим. перев. 
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Следствие. Любая простая компактная вещественная алгебра’ Ли 
типа A, (n>1) изоморфна алгебре Ли su (п- 1, С). 


Действительно, любая комплексная алгебра Ли типа A, изоморфна 
sI(n+1,C) (гл. VIII, $ 13, n° 1). 


Замечания. 1) Имеем gl(V)=sl(V)XC.ly, и(Ф)=зи (Ф)Х В.П и; 
компактными вещественными формами алгебры Ли gl (V) являются ал- 
гебры su (D)XR.al, че C*. 

2) Если комплексную алгебру Ли а = sl (п, С) наделить расщеплением 
и системой Шевалле, введенной в гл. VIII, § 13, n° 1 (IX), то в обозначе- 
ниях n° 2 


a, = su (N, с) ао = $1 (ий, С), а,Пао=о IE R). 


5. Пример II: компактные алгебры Ли типа В» u Dn 


Пусть У — конечномерное вещественное векторное пространство 
и О — невырожденная положительная квадратичная форма на V. 
Ортогональной группой, ассоциированной с Q(Alg., chap. IX), назы- 
вается подгруппа O (Q) в GL (У), состоящая из автоморфизмов вещест- 
венного гильбертова пространства (У, Q). Это подгруппа Ли в GL (У), 
алгебра Ли которой является подалгеброй о (Q) алгебры Ли gl (У), co- 
стоящей из эндоморфизмов X пространства У, таких, что х*= —х 
(гл. III, $ 3, n° 10, следствие 2 предложения 37), где х* обозначает 
эндоморфизм, сопряженный к X относительно Q. Поскольку груп- 
па O(Q) компактна, то D(Q)— компактная вещественная алгебра. 
Ли. Положим SO(Q)—=O0(Q)NSL(V); это замкнутая подгруппа конеч- 
ного индекса в О (0) (индекса 2, если dim V0), и, rue. 
ее алгеброй Ли тоже является 0 (0). 

Если У=Ё" и Q — стандартная квадратичная форма, для которой 
канонический базис в В" ортонормирован, то вместо © (0), SO (0), 
о (Q) пишут O(n, В), SO(n, В), о (п, В). Элементами из O(n, В) (соотв. 
о (п, R)) являются матрицы АМ, (В), такие, что А. 'А=[, (соотв. А = 
= —'A), которые называются ортогональными (соотв. антисимметрич- 
ными). 

Пусть V(cy— векторное С-пространство, полученное из У, и Qo 
— квадратичная форма Ha V.c, полученная из Q. Отождествим gl (У)(с) 
с gl (Vio); тогда алгебра Ли 0(Q)¢ отождествляется с алгеброй Ли 
о (Q(c)— это очевидно, поскольку отображение X+> х* + x из gl (V(c) в се- 
бя С-линейно. Поскольку о (@(с)) — алгебра Ли типа B,, если dim У = 
re nl, и тина .D,; если dint_yYy=—2A,. nod (га. УШ § 43, 
nn° 2 и 4), то получаем | 


ПрЕдложеЕНИЕ 5. Любая компактная простая вещественная алгебра 
Ли типа Bn, п>1 (соотв. типа D,, п>3) изоморфна алгебре Ли о (2n + 
+1, В) (соотв. vo (2n, R)). 
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6. Компактные группы ранга 1 


Согласно Top. gen., chap. УПЕ р. 5, prop. 3, р. 6, prop. 4, р 7, rem. 
4, топологическая группа SU (2, С) изоморфна топологической группе 
S3 кватернионов с нормой |, и факторгруппа группы SU (2, С) по под- 
группе Z, состоящей из матриц [2 и —[>, изоморфна топологической 
группе SO (3, В). Отметим, что Z — центр группы SU (2, С). Действи- 
тельно, поскольку H=R.S;, любой элемент, лежащий в центре группы 
S3, лежит в центре В алгебры кватернионов H и, следовательно, при- 
надлежит группе из двух элементов $3 ПВ ={— 1, 1}. 


ПрРЕдложЕНИЕ 6. Любая полупростая компактная веществен- 
ная алгебра Ли ранга | изоморфна su (2, С) и о (3, В). Любая связная 
полупростая компактная группа Ли ранга | изоморфна группе Ли 
SU (2, С), если она односвязна, и группе Ли $0 (3, В) в противном 
случае. 


Первое утверждение вытекает из следствия предложения 
4 и из предложения 5. Поскольку группа Ли SU (2, С) гомеоморфна 
группе $3 (Top. gen., chap. VIII,.p. 7, rem. 4), а значит, односвязна 
(Тор. gen:, chap. XI), любая односвязная полупростая компактная 
группа Ли ранга | изоморфна SU (2, С); любая связная неодносвязная 
полупростая компактная группа Ли ранга | изоморфна факторгруппе 
SU (2,C) по подгруппе группы 2, состоящей не только из единичного 
элемента, т. е. группе $0 (3, В). 


Замечание. Из сказанного выше следует, что ЗЧ (2, С) однос- 
вязна и что группа л, (SO (3, R)) имеет порядок 2. Далее мы покажем, 
что эти результаты соответственно обобщаются на группы 
SU (п, С) (n>1) и $0 (п, В) (n>3) (см. также $ 3, упражнение 
4 H 5). 

Напомним (гл. VIII, § 1, n° 1), что каноническим базисом в sl (2, С) 
называется базис (X+, X_, H), где 


бе € оо АЕ. 
а » ): Kot ee о H=(5 в 


Тогда, полагая 
0 1 ‘ У га x i 0 
U=X,+X_=( ei V=ik,—x)=(‘ 7a H=( 5 28 
получаем базис (U, V, iH) в su (2, С), также называемый каноническим. 
Имеем 
EH, UI=2V, - KE, М=— 20. [U VI= 2H. (13) 


Если через В обозначить форму Киллинга алгебры Ли su (2, С), то He- 
сложные вычисления дают 


B(aU+6V+ciH, a’ U+b’ V+c'iH)=—8(aa+bb+cc) (1) 
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Таким образом, если мы отождествим su (2, С) с R° при помощи канони- 
ческого базиса, то ПЕН представление группы SU (2. C) onpe- 
делит гомоморфизм 


SU (2, С) > SO (3, В) 
(см. ниже). 


Кроме того, отметим, что RiH — подалгебра Картана в зи (2, С) и что 
соответствующий ей максимальный тор Т в группе SU (2, С) состоит из 


а 0 ee 
диагональных матриц ( 0 > ). где аа = Е а экспоненциальное отображе- 
а 


ние 
exp: RH—[T 


ехр (x) 0 

exp (— x) 
тельно, имеет ядро Z.K, где К — элемент из su (2, С), определяемый pa- 
венством | 


переводит xH для хе в матрицу т ) и, следова- 


к=2мн= (5 6). _ (5) 
Кроме того, центр группы SU (2, С) состоит из единицы и exp (K/2). 
Положим | 
в (1 = ) = SU (2, C). (16) 
Согласно n° 5, $ 1, ra. VIII, | 
=( = 2 (Int 6) 11-1 teT, (17) 


(Ad6)X;=X_, (Ad6)X_—=X4, (Ad6)U=U, (Ad0)V= — V.(18) 


a 0 


Наконец, для t= г ET имеем 


Ad A Ni el а а ag). 
(Ad t) U=Re (a2) U+Im(a?)V, (Ad t) V= —Im (a?) U+ Re (a?) У. (20) 


$ 4. Система корней, ассоциированная 
с компактной группой 


В параграфах с 4 по 8 через G обозначается связная компактная 
группа Ли, а через T — максимальный тор в С. Через g (соотв. t) обозна- 
чается алгебра Ли группы Ли С (соотв. T), через дс (соотв. tc) — алгеб- 
ра Ли, полученная из в (соотв. t) комплексификацией. Через W обознача- 
ется группа Вейля группы Ли С относительно Т ($ 2, n° 5). 
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1. Группа X (ff) 


Пусть Я — компактная группа Ли. Через X (A) обозначим (коммута- 
тивную) группу непрерывных гомоморфизмов из Н в топологическую 
группу С*. Согласно теореме | из гл. ПТ, $ 8, n° 1, элементами группы X (Н) 
являются морфизмы групп Ли. Для любого a& X (Н) дифференциал а есть 
В-линейное отображение L (a): [. (Н) — L(C*). Впредь мы будем отожде- 
ствлять алгебру Ли группы С* с Стаким образом, чтобы экспоненциальное - 
отображение для C* совпадало с отображением 2н> е* из СвС*. С любым 
элементом а из Х(Н) ассоциируется элемент L (а) = Нотр (Ё (Н), С); 
обозначим символом Ô(a) элемент из Нотс(Ё.(Н)(су С), который ему 
соответствует (т.е. такой, что его ограничение на LAFACL (Но совпадает 
с L(a)). 

Для любого xe (Н) и любого aeX (H) 


a (exp x) =e° (0 


ввиду функториальности экспоненциального отображения (гл. III, $ 6, 
n° 4, предложение 10). 

Обычно мы будем считать, что группа Х (Н) аддитивна. В этом случае 
элемент а (5) из С* обозначается через g*. Тогда справедливы формулы 


gre = 5" g’, geH, a, b=X(H) 


(expy x) =e? 9, хе[ (Н), a&X (A). 


Поскольку группа Н компактна, элементы 43 X (Я) принимают значе- 
_ ния в подгруппе Ч =U (1, С) комплексных чисел, по модулю равных |. Ta- 
ким образом, Х (Н) отождествляется с группой непрерывных (или аналити- 
ческих) гомоморфизмов из Н в U. Из этого вытекает, что для любого а 
= L(H) значения отображения L(a) лежат в подпространстве Ri 
пространства С, а следовательно, 6 (а) отображает L (A) в Ri. 

Если группа H коммутативна, то группа X (Н) является не чем иным, 
как (дискретной) двойственной группой к Н. (Спектр. теор., ra. I, $ 1, 
n° 1). Если H коммутативна и конечна, то группа X (Н) отождествляется 
с конечной двойственной к Н группой О(Н)=Нот,(Н, 9/2) (где 
в соответствии с Alg., chap. VII, p. 27. ex. 1, группа Q/Z отождествляется 
с подгруппой в C* при помощи гомоморфизма гн> exp (Znir)). 

Для любого морфизма f:H — Н’ компактных групп Ли через X (f) 
обозначается гомоморфизм at> аз} из X (H’) в Х(Н). Если К — замкну- 
тая нормальная подгруппа компактной группы Ли H, то имеет место точ- 
ная последовательность -модулей 0 + Х (Н/К) > Х (Н) > Х (К). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для любой компактной группы Ли Н группа Х(Н) 
является 7-модулем конечного типа, oes свободным, если Н — связная 
группа Ли. 
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_ Предположим сначала, что Н связна. Любой элемент 43 X (Н) равен 
единице на производной группе D(H) группы Н, откуда следует изо- 
‘морфизм X(H/D(H))—X(H). Но группа H/D(H) коммутативна и 
связна, а значит, является тором, и группа X (H/D(H)) является сво- 
бодным -модулем конечного типа (Спектр. теор., гл. II, $ 2, n°1, 
следствие 2 предложения 1): 3 общем случае из точности последова- 
тельности” 


0 X(H/Ho) > X (H) > X (Ho), 


где Х (Но) — свободный Z- -модуль конечного типа, а модуль X (Н/Но) коне- 
ueH, вытекает, что X (H) — модуль конечного типа. 


Н?ЕдложеЕНИЕ 2. Пусть H — коммутативная компактная группа Ли 
и (а). -‚— семейство элементов из X (MH). Для того чтобы a; порождали 
X (Н), необходимо и достаточно, чтобы ren Кег а; состояло лишь 
из единичного элемента. 


Согласно теореме 4 из Спектр. теор., гл. II, $ 1, n° 7, Е 
дополнение к Кег a; есть подгруппа À; в Х (H), порожденная a;. Тогда (там 
же, следствие 2 теоремы 4) ортогональное дополнение к [] Кег a; есть 
подгруппа в Х (H), IOPOMACHHAR подгруппами À;, откуда следует предло- 
жение. 


2. Узловая группа тора 


Ядро экспоненциального отображения L(S)— $ называется узло- 
вой группой тора $ и обозначается черз Г ($). Это дискретная подгруппа 
в L(S) ранга, равного размерности $. Далее, В-линейное отображение 
В® „Г ($) — L ($), которое является продолжением канонического вложе- 
ния Г (5) в L(S), биективно. Это отображение индуцирует при переходе 
к факторгруппам' изоморфизм R/Z® Г ($) > $5. 

Например, узловая группа T(U) группы U есть подгруппа 2niZ 
в [. (9) =. Для любого морфизма торов f: $ — S’ через Г (1). обозначим 
гомоморфизм T ($) + Г ($7), полученный из L (f). Имеет место коммутатив- 
ная диаграмма 


RR (S51 SO (1) 

ry Lint HY sé 

f ; eXPe, $ 

06> T(S)> 205) — S +0 . 

Пусть ae Х (S). Применяя только что сказанное к морфизму из $ в Ц, 
определяемому отображением а, видим, что С-линейное отображение 
À (а): L(S)o + С из п° | переводит Г (5) в 2142. ВЫ Z- enue rade 
форму на Х (5) ЖГ (5), полагая. и 


(a, X) = 8 (a) (X), зах Xer (9). о soy Q) 2 


2 Н. Бурбаки : 


\ 
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ПрЕдложЕНИЕ 3. Билинейная форма (a, X)+> (a, X} на REE) 
невырожденна. 


`Напомним (Alg., chap. IX), что, согласно определению, это означает, 
что линейные отображения 


X ($) > Hom, (Г (5), 2) и T (S)— Hom, (X (5), 2), 


ассоциированные с этой билинейной формой, биективны. 

Нетрудно заметить, что если утверждение предложения верно для 
двух торов, то оно также верно для их произведения. Поскольку любой тор 
размерности п изоморфен И”, то. доказательство сводится к случаю $ = 
=U. Для этого частного случая доказательство очевидно. 

Пусть f: $ — 5’ — морфизм торов. Тогда линейные отображения 
X (f): X (S!) + X (5) и Г: Г($) — г (S’) сопряжены друг к другу: для 
любого a’ EX (S’) и любого ХеГ ($) 


(X (f) (a), X) = Ça”, INA). (3) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть S и S’—dea тора. Обозначим через 
М (5, 5’) группу морфизмов из S в 5’ (как групп Ли). Отображения 
ft» X (f) u fı> Г (f) являются групповыми изоморфизмами из М ($, 5’) na 
Hom, (Х (S’), X (S)) и Hom, (Г ($), Г (S”)) соответственно. 


Если f — морфизм групп Ли из $ в 5’, то гомоморфизм X (f) явля- 
ется не чем иным, как гомоморфизмом, двойственным к | в смысле 
Спектр. reop., гл. II, $ 1, n° 7. Отображение pr ф из Hom, (X (S’), X ($)) 
в М ($, 5’), определенное там же, является обратным к отображению 
fre X (f) из М (5$, S’) в Hom,(X (S’), X ($)). Таким образом, последнее 
отображение биективно. Если отождествить Г ($) (соотв. Г (5’)) с 
сопряженным 2-модулем к X ($) (соотв. K X (S’)) (предложение 3), TO 
Г (Г) совпадает с гомоморфизмом, сопряженным к X (7), откуда следует 
доказываемое предложение. 


Замечания. 1) Пусть [: $ — 5’ — морфизм торов. Змеевидная 
диаграмма (Alg., chap. Х, $ 1, n° 2), ассоциированная с (1), дает точную 
последовательность 


0 — Ker Г (f) > Ker L (f) > Ker f Coker Г (f) > 
— Coker L (f) > Coker f - 0. (4) 


В частности, предположим, что морфизм f сюръективен и имеет конечное 
ядро N. Тогда из точности последовательности 


DNS SSS’ +0, 
где i — каноническое вложение, получаем, что гомоморфизм L (f) биекти- 


вен. Из точности последовательности (4) следует изоморфизм N— 
— Coker Г (f), откуда получаем точную последовательность 


0 Г(5)—® ris) > M 0: (5) 
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Кроме того, согласно теореме 4 из Cnekrp. reop., гл. Il, $ 1, n° 7, последо- 
вательность 


0—х (S’) VX (5$) X(N) +0 (6) 


точна. 

2) Согласно предложению 4, отображение [н-> Г (f) (2xi) из М (3, 5) 
в Г (5) является изоморфизмом. Если ae Х ($)=М ($, U) u [=M (U, 5), то. 
` композиция ао [М (М, Ц) есть эндоморфизм ин»и’, где r= 
=«a,T ff) (2mi)). В дальнейшем будем отождествлять M (U, U)= K(U) 
eZ, так что элемент г из Z будет соответствовать эндоморфизму u ++ и". Bo 
введенных обозначениях 


_aef=<a, Г) (20) ). 


3) С точной последовательностью 0 — Г (5) + L(S) Бы I $ > 0 ac- 
социирован изоморфизм группы Г ($) на фундаментальную группу тора $, 
называемый в дальнейшем каноническим. Для любого морфизма торов }: 
SS’ гомоморфизм Г (f) отождествляется при помощи канонических 
изоморфизмов Г ($) > a(S) и [(S’) > л(5’) :c гомоморфизмом 
ru (f): 11 ($) — л, (S’), полученным из [. Это, в частности, дает дру- 
гую интерпретацию точной последовательности (5) (см. Top. gen. 
ap. XI). 

4) Гомоморфизмы 7-модулей 8: Х (5) + Нот с (Ё (S)cy C) uu: Г ($) > 
— L(S)c¢ (+ получен из канонического вложения Г (5) BL > продолжа- 
ются до изоморфизмов векторных С-пространств 


и: С®Х (5) > Homç(L (Sy ©), 
о:С®Г (5) — L ($) © 


В дальнейшем эти изоморфизмы будем называть каноническими. Отме- 
тим, что если продолжить по С-линейности спаривание между простран- — 
ствами X (5) и Г($) до билинейной формы < , > на (C@X(S))X 
х(С®Г (S)), то 


(и (а), v (6) =2ni <a,b>. 


3. Веса линейного представления 


В этом пункте буква Е обозначает поле В или С. | 

Пусть У — конечномерное векторное пространство над ku о: G > 
— GL (У) — непрерывное (а следовательно, вещественно-аналитическое, 
гл. ПП, $ 8, n° 1, теорема 1) представление связной компактной группы Ли 
С B V. Определим комплексное векторное пространство у и непрерывное 
отображение р: G > GL (7) следующим образом: если R=C, положим 
V=V, p=p; если k=R, положим V=V,; тогда р будет композицией p 
и канонического гомоморфизма GL (V) > GL(V). 


2% 
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Для любого A & X (С) через У, (С) обозначим векторное нодаростраист- 


во в V, состоящее`из векторов ve V, таких, что р (6) о = &* о для любого | 


ЕС (см. гл. УП, $ 1, n° 1). Тогда (там же, предложение 3) сумма про- 
странств И, (С) (где À пробегает множество Х (G)) прямая. Кроме того, 
верна 


JIEmma 1. Ecau G коммутативна, TO v — прямая сумма пространств 
У, (Сб) для VEX (6). 


Поскольку представление р полупросто ($ 1, n° 1), достаточно дока- 
зать лемму в случае простоты р. В этом случае коммутант 2 множества 
p (G)B End (V) состоит из скаляров (Alg., chap. VIII, $ 3, n° 2, th. 1). Гомо- 
морфизм р, следовательно, факторизуется по подгруппе С*. ly труппы 
GL (7), и существует элемент A=X (С), такой, что V= Vy, (G). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Весами представления р группы С относительно мак- 
‘симального тора Т в С называются элементы À из X(T), такие, что 
У, (T) #0. 


_ Через Р (р, 7) или Р(р), если это не вызывает недоразумений по 
поводу выбора. тора Г, обозначается множество весов представления р 
`относительно 7. Согласно лемме 1, 


у — ® V, (T). (7) 


Пусть 7’ — другой максимальный тор в G u g — элемент из С, такой, 
что (Int 5) Т=Т’ ($ 2, n° 2, теорема 2). Для всех ле Х (7) 


р (g)(Va(M)=V (ТУ, где =X (Int ga). (8) 
Следовательно, 
X (Int g) (P (p, 7”) =P (6, 7). (9) 


Группа Вейля W=We(T) действует слева Ha `2-модуле. . X(T) по 
правилу wt>X(w-'). Для {ЕТ, EX (Т), we W, имеем t*=(w'(f))*. 


ПрЕдложеЕнНИЕ 5. Множество Р (p, Г) устойчиво относительно дейст- 
‚вия группы Вейля У. Пусть пЕеМс(Т), и пусть ш — класс элемента 
п в W. Для NEX(T) имеют место RARGNCERE р (n)(Ÿ; (T)) = Ver (T) 
и ат Vw, (T)= dim V, (7). 


Из формулы (9) для Т’=Т, g=n следует, что множество Р (р, 7) 
устойчиво относительно ш. Более того, p(n) индуцирует изоморфизм 
У, (Г) на Vor (Т) (формула (8)), откуда вытекает доказываемое предло- 
_ жение. 


‘Tinned 6. Для того чтобы ONE pd p:G—+ GL (У) был 
‘инъективен, необходимо и достаточно, чтобы множество Р (р, Т) ia asia 2 
ло Z-monyAb X(T). 
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.. Для того чтобы. гомоморфизм р был инъективен, необходимо и доста- 
точно, чтобы его ограничение на Т было инъективным ($ 2, п° 6, предло- 
жение 9). Кроме того, поскольку. канонический гомоморфизм GL (У) > 
> GL(V) инъективен;, можно заменить р Ha р. Тогда из формулы (7) 
следует, что ядро представления о, ограниченного Ha Т, есть пересечение 
ядер элементов из Р be Г). Таким образом, ава вытекает из пред- 
ложения 2 (n° 1). 

„Линейное представление L (р) алгебры Ju t B gl (Г) продолжается до 
гомоморфизма С-алгебр Ли 


io (р): to al (7). 


Напомним, что с. любым э элементом À из X (7) ассоциирована (n° 1) линей- 
_ ная форма. 5 (^) на to такая, что 


(exp; x) = 6500 TER (10) 


Наконец, напомним (гл. УП, $ I, n° 1), что для HOGÉEO отображения 
u: < — С через У „ (с) обозначается векторное подпространство в V, 
образованное такими векторами v, что (Ё (p) (м)) (v)=u(u).v для всех 
и= с. 

Тогда из формулы (7) и из предложения 3, CN, ET 1, получаем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. a) Для любого АеХ(Т) имеет место равенство 
Vi. (T)=V5 a (to. 

6) Отображение 6: X(T) > Home (tg, С) индуцирует биекцию Р (р, T) 
на множество весов пространства У относительно te. 


Отметим к тому же, что если определить действие на &с, сопостав- 
AAA каждому элементу w из W эндоморфизм L (#)салгебры t., то отображе- 
ние Ô будет согласованно с действием W на Х (Т) и на Homc (fg, С). 

Предположим теперь, что & = В. Обозначим через о сопряжение в V 
относительно У, определяемое по правилу o (x +iy) — x —iy для X,Y из 
У. Для любого комплексного векторного подпространства. Ё B У наимень- 
шим В-пространством в. У, содержащим Е, будет подпространство Е + 
+o (Е). В частности, для любого AEX (Т) существует вещественное век- 
торное подпространство У (A) в У, такое, что подпространство У ()(o в у 
совпадает с Я, (Г)+7_,(Т) (отметим, что’ с (И, (Т))=Й_, (Т)). Имеем 
V(A)=V (—^), и подпространства У (À) суть изотипные компоненты пред- 
ставления группы Т в пространстве У, полученного из р. 


_ 4. Корни. 

| Kopnamu группы Ли G относительно тора Т называются ненулевые 
веса присоединенного представления этой группы Ли. Множество корней 
группы Jin G относительно 7 обозначается через А (С, Т) или просто через 


„КЮ, если это не вызывает. недоразумений. Согласно предожению 6, > отобра- 
жение | Re 
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8:X(N— tk 


(через te обозначается пространство, сопряженное к комплексному век- 
TOPHOMY пространству tc) осуществляет биекцию множества А (С, Т) на 
множество корней R (6 с, tc) расщепленной редуктивной алгебры Ли (g¢, te) 
(гл. УШ, $ 2, n° 2, замечание 4). Если для любого a= R положить 


9"—(9c)a (Т)= (в ©) @ (to: (11) 


то каждое подпространство 4“ одномерно над С (там же, Rn 1). 
Имеем | 
gc=tc® © 9°. | (12) 
aeR Е | 
Для каждого a & R обозначим через У (a) двумерное подпространство 
в 9, такое, что У (&)‹=в”-в “. Тогда ненулевыми изотипными компо- 
нентами в в относительно присоединенного представления группы Т будут 
t и подпространства V (a). Пусть К — квадратичная форма, ассоциирован- 
ная с формой Киллинга алгебры Ли 9. Тогда она отрицательна ($ 1, n° 3, 
предложение |) иее ограничение К (a) на У (a) невырожденно и отрица- 
тельно. Для любого элемента { из T эндоморфизм Ad { сохраняет форму 
К (a), откуда получаем морфизм групп Ли 


ta: T + SO (К (a)). 


Стало быть, существует единственный изоморфизм pa: Ч — SO (К (a)), 
такой, что «a —=Ppa°a. Действительно, пусть À — ненулевой элемент про- 
странства д”, и пусть У — образ X при сопряжении в дс относительно g. 
Тогда Y&g *, и, полагая U=X+Y, V=i (X — У), получаем базис (U, У) 
B V (a). В базисе (U, У) матрица эндоморфизма ВСЯ У (a), задава- 


емого Ad tt, ЕТ, есть 
( Ве (4%) —Im hg 
Im() — Ве (19 / 


откуда следует утверждение. 


ПрЕдложенНИЕ 8. Пусть О (R) — подгруппа в X (T), порожденная корня- 
ми группы Ли G. 

а) Центр С (Сб) группы Ли С есть замкнутая подгруппа в T, совпадаю- 
wan с пересечением ядер корней. Каноническое отображение 
Х (Т/С (G)) — X (Т) инзективно, и его образ есть Q (R). 

6) Компактная группа С (С) изоморфна группе, двойственной к дис- 
кретной группе X (T)= О (К) (Спектр. теор., гл. П,$ 1,n° 1, определение 2). 

в) Для того чтобы центр С (G) состоял из единичного элемента, не- 
обходимо и достаточно, чтобы подгруппа Q (R) совпадала с X (Т). 


Согласно следствию 2 теоремы 2 из $ 2, n°2, подгруппа С (0) 
содержится в Т. Поскольку группа С (С) является ядром присоединенного 
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представления, то она будет пересечением ядер корней и, стало быть, 
ортогональным дополнением Be: Ba B AN. Тогда предложе- 
ние следует. 43 Спектр. теор., ra. Il, $ 1, n°7, теорема 4, и n°5, 
теорема 2. и 


И: à Любой автоморфизм группы Ли G, индуцирую- 
щий единичный автоморфизм на Т, имеет вид Int f, где teT. 


Предположим сначала, что С (С) сводится к единичному элементу; это 
значит X (7) = (В) (предложение 8). Пусть f — автоморфизм группы Ли 
G, индуцирующий единичный автоморфизм Ha 7, и ф=[ (с. Тогда ф — 
‚автоморфизм алгебры Ли вс, индуцирующий единичный автоморфизм на 
te. Согласно предложению 2 из гл. VIII, § 5, n° 2, существует единствен- 
‚НЫЙ гомоморфизм 0: Q(R)— C*, такой, что ф индуцирует на каждом 9“ 
гомотетию C коэффициентом 9 (<). Поскольку ф сохраняет веществен- 
ную форму д алгебры Ли gc, TO он коммутирует с сопряжением о в Gc 
относительно д. Кроме того, o (g*)=g~%, и, следовательно, 0 (—a)= 0 (a) 
для любого WER. Это означает, что 6 (x) 0 (æ)—0 (а) 0 =. 
Из этого следует, что 9 принимает значения в U и, стало быть, отвечает 
по двойственности элементу { из Т, такому, что Ag Do=9. эчанит, 
int i=]. a 
В общем случае проведенные в выше рассуждения применимы к группе 
С/С (С), центр которой состоит из единичного элемента, и к ее максималь- 
ному тору Т/С (С). Отсюда получаем, что если } — автоморфизм группы G, 
индуцирующий единичный автоморфизм на T, то существует элемент # из 
Т, такой, что автоморфизмы [и Int t индуцируют при переходе к фактор- 
группам один и тот же автоморфизм группы С/С (С). Тогда, поскольку 
канонический морфизм D (G) > С/С (() является конечным накрытием 
($ 1, n° 4, следствие | предложения 4), f и Int { индуцируют один и тот же 
автоморфизм группы D (С), а следовательно, группы D (G)X C (С) и, стало 
быть, группы С (там же). 


Следствие. Пусть и — автоморфизм группы С и Н — замкнутая под- 
группа в С, состоящая из неподвижных точек отображения u. Для того 
чтобы автоморфизм и был внутренним, необходимо и достаточно, чтобы 
подгруппа Но имела максимальный ранг. 


Если автоморфизм и имеет вид Int g, где g=G, то подгруппа Но= 
= (5), имеет максимальный ранг ($ 2, n° 2, следствие 3). Обратно, если 
Н содержит максимальный тор $, то автоморфизм и имеет вид Int $, где 
seS (предложение 9). 


5. Узловые векторы и дуальные корни 


JIemma 2. Пусть $ — замкнутая подгруппа в Ти Z(S)— ee а 
лизатор в G. 
(il) R (Z (S)o, T) — множество корней a = R (С, т), таких, что & ($) ={1}. 
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(ii) Центр PRE. 2 (So есть’ epereyenip: nodepynn Ker a для` а = 
= (So, Г). + 


(iii) Если $ связна, то Z ($) ¢ связна. 


Алгебра Ли L(Z(S))¢) состоит из элементов, инвариантных отно- 
сительно действия группы $ в вс (гл. II, $ 9, n° 3; предложение 8) и, 
стало быть, является прямой суммой подалгебры &с и подалгебр д“, для 
которых & (S)={l}, откуда следует (i). Тогда утверждение (ii) вытекает из 
предложения 8 (n° 4), а утверждение (iii) было уже доказано’ ($ 2, n° 2, 
CARACTRRE 5 теоремы 2). 


_ ТЕОРЕМА 1. Пусть a= К (С, Т). Централизатор Zu множества Ker ‹ a 
есть связная замкнутая подгруппа в С. Центр подгруппы 7. равен Ker a, 
a ее производная группа D (2.)= Sa является полупростой связной за- 
мкнутой подгруппой ранга 1 в G. Кроме того, ВЮ (7, T)={a, — a} 
u ат Z,=— dim 7 +2. | 


Ff 


Пусть 7. — централизатор (Ker a)o. Согласно лемме 2, это связ- 
ная замкнутая подгруппа в С, а А (Се, Г) есть множество корней Be 
ЕР (С, Г), таких, что В ((Ker ah) ={!}. Очевидно, что {a, —a}CR (Zi, Г). 
Обратно, пусть BER (2%, Г). Поскольку (Ker &)o — подгруппа конечного 
индекса в Ker &, существует целое число r 0, такое, что Ё =1 для te 
© Ker a. Из точности последовательности 


0 — 2 —Х (Т) > X (Ker a) —+ 0, 
соответствующей по двойственности точной последовательности 
0 + Кего = T >.U > 0, 


вытекает, что rß кратен a. Согласно теореме 2 (1) из гл. VIII, § 2, n° 2, это 
означает, что Bela, — a} Таким образом, R (2%, T)={a, — a}. Из этого 
следует (лемма 2), что центр группы До есть Ker а, и, стало быть, 2. = Za. 
Наконец, согласно следствию | предложения 4 ($ 1, n°4), D (2.) — 
_полупростая связная units подгруппа в С, ранг которой равен. С 
поскольку 


BL (2 )o=9" +9 *+ [6°,9—“]. 


Е Существует морфизм групп Ли у: SU (2, С) > 56. облада- 
ющий следующими свойствами: 


‚а) Образ морфизма у u ядро корня & коммутируют. 


ar, с) =та | 


ae (0 A для всех aeU. 
0 a LES 
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_ Если V1 и va — два морфизма группы Ли SU (2, C) 68 С, обладающие 
указанными выше свойствами, то существует элемент AGU, такой, что 


Vo=Vviolint € ) 


Согласно теореме | и предложению 6 из n° 6, $ 3, существует сюръек- 
тивный морфизм групп Ли v: SU (2, С) - $. с дискретным ядром. Тогда 
у ' (ТП $) — максимальный. тор в SU (2,C) ($ 2, n° 3, предложение 1). 
Поскольку максимальные TOPEI в SU (2, С) сопряжены ($ 2, n° 2, теорема. 
2), то можно предполагать, заменяя в случае необходимости V Ha volnt s. 
(для SE SU (2, C)), что у '(ТП$.) — подгруппа диагональных матриц 


в SU (2, С). Тогда для любого a = Ц имеет место включение V ( г „)= iy 
| Peds | 0 


а 
а 0 æ 0 
_ ro aov * 
E a ( 23 


является корнем группы Ли SU (2, С), a следовательно, совпадает с одним 


из двух отображений ( я ré или С je а ° ($ 3, n° 6, фор- 


а а 


и отображение 


мула (19)). В первом случае подходит гомоморфизм V, во втором слу- 
чае — гомоморфизм velnt 6 (там же, формула (18)). 

Если vi 4 va — два морфизма группы Ли SU (2, С) в С, удовлетворяю- 
щие нужным условиям, TO оба они отображают SU (2, С) в $. (условие a) 
и, значит, оба являются универсальными накрытиями группы Фа. 
Таким образом, существует автоморфизм ф группы SU (2, С), такой, что 
V2—=Vio®, и доказательство завершается применением предложе- 
ния 9 из n° 4. | 

Из предыдущего следствия вытекает, что гомоморфизм vr: U>T, 


E s a 0 
определяемый равенством vr(a=v( 0 -) где ае= О, He зависит от 
à > 


выбора у. Обозначим через К.Г (T) образ при Г (ут) элемента 234 из 
T(U)=2niZ. В дальнейшем будем называть К. узловым вектором, 
ассоциированным с корнем a. Имеем (a, К.) =2, т. e. (n° 2, формула 
2)) 6 (а) (К.)=4л:. Поскольку К. принадлежит пересечению t 
И Е ($ «с» TO ; 4 | 

Ka=2niHs), = a RS 


где H 5 (a) — дуальный корень, ассоциированный с корнем 6 (a) расщеплен- 
ной алгебры Ли (gœtco (ra. VIII, $2, n°2). Иначе говоря, если 
отождествить Г (Т)® В с группой, двойственной к группе Х (Т)® В, при 
помощи спаривания € , ), то узловому вектору К. будет соответствовать 
дуальный корень a E(X (Т)® R)*. 


Замечание. Для любого xER 


} 
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En =v; le) =exp (cK г 


0 exp (—2nix) ) 


te erden (Ke) et 


Отсюда вытекает, что морфизм у инъективен тогда и только тогда, когда KF 
Œ2T(T), т. е. когда существует такой элемент AG] X(T), что (A, Ka) 27. Если 
алгебра Ли вс проста, TO морфизм у инъективен, за исключением случая, когда 
ас — алгебра Ли типа B,, C(G)={l} и a — короткий корень (см. гл. VI, таблицы). 


В частности, | 


= Ha протяжении этого параграфа’ через К“(С, Г) будем обозна- 
чать множество узловых векторов K, для «ER (С, Т). Это — подмноже- 
ство в Г(Т), которое при каноническом вложении Г (Т) в tc отождествля- 
ется с множеством, получаемым с помощью гомотетии с коэффициентом _ 
2ni из дуальной к 6 (R) системы корней К" (вс, tc) ={Нь («)}. Отсюда следует, 
что множество А“(С,Т) порождает векторное R- -пространство L(TN 
ПО (G)) и что ат дополнение" K R (G, Г) + B X (7) ecTb X (АТП 


ыы через Aut (Г) группу. автоморфизмов группы Ли Г. Группа 

Вейля W=W,(T) ($ 2, n° 5) отождествляется с некоторой подгруппой 
группы Aut (7). С другой стороны, напомним (гл. VII, $ 2, n° 2, замеча- 
ние 4), что группа Вейля W (вс, tc) расщепленной редуктивной алгебры 
Ли (вс, tc) действует в &с и, следовательно; каноническим образом отожде- 
ствляется с подгруппой из GL (to. 


Bewann nine 10. Отображение. ut> Г. (и) (с) 43 _ Аш (T) в GL(t.) 
‘индуцирует изоморфизм группы W na группу Вейля расщеплен- 
ной редуктивной алгебры Ли (вс, te). Группа Wz (Т) имеет порядок 2 
Эля любого GER, и образ ee неединичного элемента при предыдущем 
изоморфизме является отражением SHylay 


Так как рассматриваемое отображение инъективно, то достаточно 
показать, что его образ совпадает с W (gu, to). 
| Пусть. &еМс(Т). Используя обозначения из гл. VIII $ 5, n° 2, 
получаем, что Ad gqAut (gu {ОП (вс); следовательно, Ad ge 
= Аи (вс, to) (см. там же, n°5, предложение 11). Согласно предло- 
жению 4 п°2 $ 5 той же главы, автоморфизм подалгебры Ли te, инду- 
цированный Ad g, пр надлежит W (ge tc). Следовательно, “ie W 8 
Gh Ke) содержится в W (Gg, to). 

Пусть a@R(G,T), и пусть v: SU (2, С) — С — морфизм групп Ли, 
обладающий свойствами, перечисленными в следствии теоремы 1. Образ 
элемента у в SU (2, С) при отображении 9 обладает такими свойствами 
($ 3, n° 6, формула (17)): 

a) (Int v(8) (1) =Ь если te Ker a; 
6) (Int v(8) ()=t7', если + ТП$а. 
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Отсюда следует, что Ad v(6) индуцирует тождественное отображение на 
Ker 6 («)< {си отображение хн> — x Ha [g*,g “|, а следовательно, совпа- 
дает с отражением $н,,. Значит, образ группы W содержит все Sy (a) И, 


таким образом, совпадает с W (94, #‹). В частности, группа М, (T) имеет 
a 
порядок 2, т. е. состоит из единицы и Int (6). Ч. T. Д. 


Следствие. Предположим, что группа Ли С полупроста. Тогда 
любой ее элемент является коммутатором двух ее элементов. 


Пусть с — преобразование Кокстера группы Вейля W (вс, to 
(гл. У, $ 6, п? 1), и пусть п — элемент из N (7), класс которого в  ото- 
ждествляется с с при помощи изоморфизма, определенного в предложении 
10. Обозначим через f. морфизм Ён (п, # из T BT. Для хе с имеет место 
равенство | 


L (Foye) 2) =(Ad n) ()—x=c (x) —x. 


Согласно теореме | из n° 2, $ 6, гл. У, эндоморфизм с алгебры Ли 
{сне имеет собственных значений, равных 1. В качестве следствия получа- 
ем, что отображение L (fc) сюръективно, так же как и морфизм fc. Значит, 
любой элемент из T является коммутатором двух элементов из С, и, приме- 
HAA теорему 2 из n° 2 $ 2, получаем требуемое утверждение. 


6. Фундаментальная группа 


В следующем предложении через f(G,T) обозначается гомомор- 
физм Г (7) вл, (С), полученный композицией канонического изоморфизма 
Г (T) Ha su (Т) (n° 2, замечание 3) и гомоморфизма л, ('), где ı —канониче- 
ское вложение 7 > С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Гомоморфизм f(G,T): Г(Т) — пл, (6) сюръзекти- 
вен. Его ядро является подгруппой М (С, T) в Г(Т), порожденной семейст- 
вом узловых векторов (K,)uer (6, Ty 


Гомоморфизм [(С, 7) сюръективен, согласно предложению 3 ($ 2, 
n° 4). Обозначим через А (С, Г) утверждение «ядро гомоморфизма } (С, Т) 
порождено векторами K,», которое нам нужно доказать. Рассмотрим 
следующие случаи: | 

а) Группа Ли С односвязна. Пусть р: g¢ > gl(V) — линейное пред- 
ставление алгебры Ли вс в конечномерном комплексном векторном про- 
странстве У. Ограничивая это представление на 4, мы получим представ- 
ление д в вещественном векторном пространстве Ув; Поскольку С однос- 
вязна, существует аналитическое линейное представление л группы Ли 
С в пространстве Vip, такое, что р = L (x). Применяя предложение 7 из 
n° 3, получаем, что образ Ô (Х (Т)) группы X(T) в & содержит все веса 
представления p в У. Это утверждение справедливо для любого представ- 
ления р алгебры Ли дс. Из теоремы | n° 2$ 7 ra. VIII вытекает, что 6 (X (Т)) 
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содержит группу весов системы 6(R), которая по определению есть 
‚множество таких ЛЕХ, что À (Hs (a) EZ для всех «ER, или таких, что 
^, (Ka) E2niZ для всех «еК. Таким образом, группа X(T) содержит 
все элементы A из Х (Т)® ©, такие, что (A, Ka) &Z для любого а 
ER. По двойственности из этого следует, что группа Г (Т) порождена 
узловыми векторами К., откуда получаем утверждение А (С, 7). 

6) Группа Ли G есть прямое произведение односвязной группы 
Ли. С’ na тор $. В этом случае Т является прямым произведением не- 
которого максимального тора Т’в С’ Ha $, Г(Т) отождествляется 
с Г(Т)ЖГ ($), л, (6) — с rm (G’)xnı ($) и [(С, Т) — с гомоморфизмом, 
получаемым композицией }(С’,Т”) и 1$, $). Так как гомоморфизм 
f(S, 5) биективен, каноническое отображение. Г (7’) — Г(Т) биективно 
отображает Кег [(G’,T’) на Кег | (С, Т). Кроме того, векторы К. при- 
надлежат алгебре Ли производной группы С” группы С и, следова- 
тельно, образу Г (Т’), откуда сразу получаем, uTo А (С’, Г’) влечет 3a 
собой А (С, 7). Таким образом, в силу а) утверждение À (С,Т) дока- 
зано. 

в) Общий случай. Существует сюръективный морфизм с конечным 
ядром р: С’ > G, где С’ является прямым произведением односвязной 
группы на тор ($ 1, n° 4, предложение 4). Если Т’ является прообра- 
зом Гв С’ (T’ — максимальный тор в С” согласно предложению | из 
n° 3 6 2) и если N — ядро p, то имеют место точные последовательно-. 
сти 0—М№М-—0С’—С-+0 и 0О—М->Т’ —Т-0, откуда получаем 
коммутативную диаграмму с точными строками (n°2, замечание 1, 
и Top. gen., chap. XI) 


0 —= (T7) ~T(T) NO 
Кб’.т’)| KG.T)} 14 
0 — л, (С^) x, (6) М-0 


_ Из змеевидной диаграммы (Alg., chap. X, р 4, prop. 2) сразу следует, 
что А (С’, Г’) влечет за собой А (С, ты откуда в силу 6) получаем доказа- 
тельство всего предложения. 


Pre l. Для того чтобы С была односвязна, НО u cri: 
точно, чтобы семейство (K,),= RG, т) рю T'{F). 


+4. Следствие. Miers Н — связная замкнутая подгруппа. в б, COPERIER- 
‘wan Т. Тогда имеет место точная последовательность 


0 > М(А, T) > М (С; T) > mm (H) > x (G) > 0. 


Это следует из предложения 2 из Alg., chap. X, р. 4 (змеевидная AH- 
a re re K коммутативной see séries 


o> NH, D TD n,(H) + 0 


0 + NG, Tr ne de 
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Замечание. Можно показать (см. упражнение 2 из $ 5), что rpynna 72 (G) 
равна нулю. Тогда из точности предыдущей последовательности. получаем 
изоморфизм группы ste (G/H) на группу М (С, T)/N (Н, Т). 


Следствие 3. Гомоморфизм x, (D (G)) > л! (G), полученный из вложе- 
ния D (С) в С, индуцирует изоморфизм nı (D (С)) на подгруппу кручения 
группы 11 (С). | 


Действительно, TND (6) — максимальный TOP в D (С) ($ 2, n° 3, пред- 
ложение 1в)). Из точности последовательности 


0>T(TND(G)—T(N>T(TATND(6)) —+ 0 
и из предложения 11 вытекает точность последовательности 
0>n(D(G)>nı(G)>T (T/TND (G)) > 0, 


откуда, принимая во внимание TO, что группа л, (D (С)) конечна, a группа 
Г (THTND (G))) свободна, получаем доказываемое следствие. 


7. Подгруппы максимального ранга 


° Напомним (гл. VI, $ 1, n°7), что подмножество Р в К =К (С, Т) 
‚называется замкнутым, если Kr nies и симметричным, если P= 
ee D 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 2. Пусть # — множество связных замкнутых подгрупп 
в С, содержащих Т и упорядоченных по включению. Отображение 
H +> В (Н, Т) является сохраняющей порядок биекцией из KH на множест- 
во симметричных замкнутых подмножеств из R (С, T), упорядоченных по 
включению. 

' Если НЕХ, то Е (Н)(с) является прямой суммой {си 9" для AS 
= К (А, Г). Поскольку L (H)¢) — редуктивная подалгебра в дс, то подмно- 
жество А (Н, Т) в R обладает требуемыми свойствами (гл. VIII, § 3, n° 1, 
лемма 2 и предложение 2). Обратно, если Р — подмножество в К, облада- 
ющее этими свойствами, то о tc® у 9“ — подалгебра Ли В Gc (там же), 

- “ЕР 

которая является рациональной над В (n°3) и, следовательно, имеет 
вид с, где b— некоторая подалгебра Ли в 9. Пусть Н(Р) — инте- 
гральная подгруппа в С, определяемая подалгеброй х. Она замкну- 
та ($2, n°4, замечание 1). Отсюда получаем, что отображения 
Нн- В (Н,Т). и Pı>H(P) сохраняют порядок и обратны друг к 
другу. , 

Следствие 1. Число замкнутых подгрупп в С, содержащих T, конечно. 

Пусть H — такая подгруппа, тогда Ho= X и множество Я конеч- 
но. Кроме того, Н — подгруппа в NG(H,), содержащая Но, а под- 
группа Мс(Но)/Но конечна 6 2; a 4, предложение 4 и замеча- 
ние 2). Я 
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Следствие 2. Пусть Н — связная замкнутая подгруппа в. С, co- 
держащая T, и пусть W%(T) — стабилизатор в W.(T) подмножества 
R st Т) множества R. Группа N.(H)/H Норман ЕВ 


Ис(Г)/Шн(Т). 


Из предложения 7 ($ 2, n° 5), примененного к подгруппе N, (Н), выте- 
кает, что Мс(Н)/Н изоморфна Им (н)(Г)/ н(Т), где через Wy 7, (T) обоз- 
начается множество элементов из с (7), представители которых в Мс (Т) 
сохраняют Н. Пусть пеМс(Т), и пусть w — класс элемента n в Мс(Т). 
Согласно предложению 11 из гл. II, $ 9, n° 4, п нормализует Н тогда 
и только тогда, когда (Ad п) (Ё (Н))=ЕЁ (Н). Отсюда и из предложения 
5 (n° 3) следует, что подмножество К (Я, Т) в К устойчиво относительно 
ш. Следствие доказано. 


Замечание 1. Группа W£(T) является также стабилизатором 
в Ис (T) подгруппы С (H) группы 7. Это следует из предложения 8 (n° 4). 


Предложение 13. Пусть Н — связная замкнутая подгруппа 
в С максимального ранга и С — ее централизатор. Тогда С. содержит 
центр группы Ли С, а Н является связной компонентой единицы централи- 
затора подгруппы С. 

Пусть $ — максимальный тор в Н. Поскольку центр группы С со- 
держится в $, он содержится в С. Положим L=Z(C)o. Это связная зам- 
кнутая подгруппа в С, содержащая. Н; следовательно, она имеет мак- 
симальный ранг, и ее центр равен С. Обозначим через Кни К, системы 
корней относительно 5 в Н и L соответственно. Torna AE 
включение Ю,< А, < А (С, 5). Так как C(H)=C(L), то из предложения 
8 (n° 4) вытекает равенство @ (К „)= О (R,). Кроме того, Q (Кн)ПК,=Кн 
(гл. VI, $ 1, n° 7, предложение 23), откуда R,=R, и H= L (предло- 


жение 12). 


‚ Замечание 2. Будем говорить, что подгруппа С группы Ли С корне- 
вая, если существует максимальный тор $ в С и подмножество Р в R (С, 5), 


такие, что С = N Ker a. Из предложения 13 и из леммы 2 n° 5 вытекает, 
| az P 

что отображение H+>C(H) порождает биекцию множества связных зам- 

кнутых подгрупп максимального ранга на множество корневых подгрупп 


группы Ли С. Обратная биекция есть отображение C++ Z (Cho. 


Следствие. Множество элементов gEG, таких, что ТП gTg = 
+ С (С), является конечным объединением замкнутых аналитических под- 
многообразий в G, отличных от G. 


Действительно, положим A,=TNgTg”'. Тогда TCZ(A,) и 
gTg~'cZ(A,). Существует x=Z (A,), для которого xTx"'=gTg”'($ 2, 
n° 2, теорема 2), откуда вытекает, что & &(Z (А „). Ng (Т). Обозначим через 
A конечное множество (следствие |) замкнутых подгрупп в G, содержа- 
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щих T и отличных от G, и положим X= |) H.N,(T). Это — конечное 
Hea 


объединение замкнутых подмногообразий в С, отличных от С. Если А, == 
== С (С), то Z(Ag) eo и g принадлежит X. Обратно, если g=H.N,(T), 
где HE, то À, содержит C(H), и, следовательно (предложение 13), 
А: == C(G). 


ПрРЕдложЕНИЕ 14. Пусть X — подмножество в Т, и пусть Ry — множе- 
ство корней a=R(G,T), таких, что a (X)={l}. Группа Вс (X)/Z с (X)o изо- 
морфна факторгруппе стабилизатора подмножества X в WÇ(T) no nod- 
группе, порожденной отражениями Sq для GER y 


Положим H=Z,(X). Поскольку подалгебра Ли Г (Н)(с) совпадает 
с множеством точек в ‘дс, неподвижных относительно Ad (X), то она явля- 
ется суммой {си тех 9°, для которых & (Х)={1}. В качестве следствия 
получаем равенство А (Ho, Г)=Юх, так что группа W н, (Г) порождена 


отражениями 5. для «е=Ку. Доказательство завершается применением 
предложения 7 из $ 2, n° 5. 


Ниже ($ 5, n° 3, теорема 1) будет доказано, что если группа Ли С одно- 
связна, а À — одна точка, то централизатор Z (X) связен. 


8. Корневые диаграммы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Корневой диаграммой (или просто диаграммой, 
если это не вызывает недоразумений) называется тройка D= 
=(M, Mo, К), где 

(DRo) М — свободный 2-модуль конечного типа, а Мо — подмодуль 
в М, выделяющийся в нем прямым слагаемым; 
| (DR, R — конечное подмножество в М; К] Mo порождает векторное 
О-пространство 9®М; 

(ОК) для любого a=R существует такой элемент a из М*= 
= Hom; (М, 2), что a (Mo) =0, a (“)=2, а эндоморфизм x+> x —a" (x) а 
модуля М сохраняет подмножество В. 


Согласно гл. VI, $ 1, n° 1, для любого «еЮ элемент a, из М* 
единственным образом определяется элементом ©; обозначим через Sa 
эндоморфизм хн>= x—a’ (x) a модуля М. Кроме того (см. там же), век- 
торное О-пространство Q@M является прямой суммой Q ® Mo и вектор- 
ного подпространства У (№), порожденного R, и R есть система корней 
в V(R) (см. там же, определение 1). 


Элементы из Ю называются корнями корневой диаграммы D, а эле- 
менты & из М* называются дуальными корнями. Группа, порожденная 
_ автоморфизмами $. модуля М, называется группой Вейля диаграммы 
D и обозначается через W (D). Ее элементы индуцируют тождественное 
преобразование Ha Mo, а на У (R) — преобразования группы Вейля систе- 
мы корней À. 
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_- Примеры. 1) Для любого свободного Z-monyaa М конечного типа 
тройка (М, М, ©) является корневой диаграммой. 

2) Если D=(M, Mo, К) — корневая диаграмма, то пусть /М$ — ортого- 
нальное дополнение к У (R) B М*, и пусть RY — множество дуальных корней 
для D. Тогда D =(М*, Mé, RY) — корневая диаграмма, называемая дуаль- 
ной к D. Для любого &= R симметрия Sa. множества М* является авто- 
морфизмом, контрагредиентным к симметрии Sa множества М. Отображе- 
ние wt>‘w' есть изоморфизм W (D) на W (DN). Кроме того, У (R*) есте- 
ственным образом отождествляются с пространством, сопряженным 
к векторному О-пространству У (R); тем самым К“ отождествляется с сис- 
темой корней, дуальной к К. | 

Если отождествить пространство, сопряженное к М*, с М, то диаграм- 
мой, дуальной к D", будет D. 

3) Пусть (в, 6) — редуктивная расщепленная О-алгебра Ли. и Mb — 
дозволенная решетка (гл. VIII, $ 12, n° 6, определение 1). Пусть Мо — 
подгруппа в M, ортогональная корням расщепленной алгебры Ли (6, b), 
и пусть RY — множество Ha, ae (6, b).. Тогда (M, Mo, К“) — корневая 
диаграмма, а (M*, M6, R (в, b)) — дуальная к ней диаграмма. 

_ 4) Пусть У — векторное пространство над © и К — система корней 
в И. Обозначим через Р (К) группу весов системы R, а через Q (К) — группу 
радикальных весов этой системы (гл. VI, $ 1, n°9). Тогда (Q (К), 0, К) 
и (P(R), 0, R) — корневые диаграммы. Для того чтобы диаграмма 
(М, Mo, $) была изоморфна диаграмме вида (Q (К), 0, Ю) (соотв. вида 
(P (Ю), 0, R)), необходимо и достаточно, чтобы модуль М был порожден 
системой S (соотв. чтобы модуль М* был порожден системой 5°). 
_ Для любой подгруппы Х в Р (К), содержащей Q (К), (Х, 0, К) является 
корневой диаграммой, и тем самым мы получаем с точностью до изомор- 
физма все диаграммы (M, Mo, 5), такие, что Мо=0, т. е. такие, что $ по- 
рождает подгруппу. конечного индекса в M. | 

Говорят, что корневая диаграмма (М, Мо, R) приведенная, если систе- 
ма корней К обладает этим свойством (т. е. (гл. VI,$ 1, n° 4) если соотно- 
шения a, BER, Ле 7, В = Аа влекут за собой A= | или A= — 1): Диаграм- 
мы из примеров 1) и 3) приведенные. | | 


9. Компактные группы Ли и корневые Öuazpammsı 


B терминологии предыдущего пункта можно резюмировать важ- 
ную часть результатов из nn 44H58 следующей теореме: 


РР 2: a+ IA), X (T/(TND (6), R(G,T)) — наи кор- 
невая диаграмма; ее группа Вейля состоит. из X (w), где we W. Группа 
Х (С (G)) price факторгруппе группы X (T) по nanenynne, порожденной 
системой В (С,Т 

6) (Г (Т), Г (С (G)o), Ю (С, Т) — приведенная корневая ‘диаграмма, 
ee группа Вейля состоит из Г (w), где we W. Группа nı (G) usomoppna 
факторгруппе группы Г (T) по подгруппе; порожденной системой В" (б,Т). 
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.B) Если отождествить каждый из Z-modyneü Х (Т) и Г (T) с сопряжен- 
ным к другому (n° 2, предложение 3), то каждая из предыдущих корне- 
вых диаграмм. отождествляется с дуальной диаграммой к другой. 


Обозначим через D*(G,T) диаграмму (Х (7), X(T/(TND (G))), 
R(T, T)) и через D,(G, Т) диаграмму (Г (7), T(C(Gh), R'(G, T)); говорят, 
что это соответственно контравариантная диаграмма и ковариантная 
диаграмма группы Ли G (относительно 7). 


Примеры. 1) Если группа Ли С полупроста и имеет ранг 1, то 
D* (С, Т) и О, (С,Т) обязательно изоморфны одной из двух диаграмм 
А2=(2, 0, {2, — 2}), А, = (2, 0, {1, —1}). Если группа Ли С изоморфна 
SU (2, С), то диаграмма D, (С, T) изоморфна A, (поскольку С односвяз- 
на); следовательно, D* os ТГ) изоморфна A2. Если группа С изоморфна 
SO (3, В), то диаграмма D, (Г, Т) изоморфна А, (поскольку а 
а значит, D, (С, Т) изоморфна Ao. 

2) Если С и С’ — две связные компактные группы Ли с максималь- 
ными TOpaMH Т и Т’ соответственно и если Р* (С, Г) =(М, Mo, R) 
и D*(G’, Т’)=(М”, M6, В’), то D“(GX G’, TXT’) отождествляется с (МФ 
SM Mo® Mo, RUR’). Аналогичное утверждение имеет место длЯ ковари- 
антных диаграмм. ~ 

3) Пусть N — замкнутая подгруппа BT, центральная в С, и пусть 
(М, Mo, R) — контравариантная диаграмма группы С относительно 
Г. Тогда контравариантная диаграмма группы Ли G/N относительно T/N 
отождествляется с (M’, Mo, К), где M’ — подгруппа в M, состоящая. из 
таких A, что À (№) = {1} и Ме= М” П Мо. 

4) Аналогично пусть М — конечная коммутативная группа, 
и ф: л, (С) > N — сюръективный гомоморфизм. Пусть С” — накрываю- 
щая группы Ли С, ассоциированная с этим гомоморфизмом. Это связная 
компактная группа Ли, причем N — ее центральная подгруппа (Тор. gen., 
chap. ХТ), а С естественным образом отождествляется с G’/N. Пусть Г’ — 
максимальный Top BG’, являющийся прообразом Т. Если (P, Po, $) — 
ковариантная диаграмма группы Ли С относительно 7, то ковариантная 
диаграмма группы Ли С” относительно 7” отождествляется с (P’, Po, 5), 
где P’ — ядро гомоморфизма @of (С, Г): P—N (см. n° 6, предложение 
it); a Рё=Рь ПР”, | 


_ Замечания. 1) Пусть с — центр sire bil Ли вс. Гогда c=L (С (бо 
Имеют место следующие соотношения между диаграммами группы Ли. 
С относительно T и системами дуальных и прямых корней rer: 
расщепленной алгебры Ли (вс, to): 

а) Канонический изоморфизм CAT (ТГ) Hate индуцирует биекцию С® 
® Г (С(С)о) на с и биекцию `1 ® Е (С, T) на 2ni. R et 

. 6) Канонический изоморфизм C @ X (7) на пространство te сопряжен- 
ное к tc, индуцирует биекцию С ®Х (T/(TND(G)).Ha ортогональное до- 
полнение к tcf)D (g)c и биекцию 1:® К (С, Г) на R(Go to | 
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_...2) Предположим, что G — полупростая группа Ли. Обозначим через 
R (соотв. КЮ) систему корней А (С,Т) (соотв. КЮ“ (С, T)), так что имеют 
место следующие включения: 


Q(R)< X(T) = P(R), 9(® = Г(Т) < PR). 


Конечные коммутативные группы P(R)/Q(R) и P(R)/Q(R’. 
находятся в двойственности (гл. УТ, $ 1, n° 9). Если через М ^ обозначить 
группу, двойственную к конечной коммутативной группе М, то из ска- 
занного ранее получаем канонические изоморфизмы. 


Г (7)/Q (К°) > m (6), Р(Ю/Г(Т) > С (6), 
Р(К)/Х (Т) > (u (6), X(T)/Q (В) > (С (6). 


В частности, произведение порядков групп п: (Сб) и С (С) равно. индексу 
связности системы R(G,T) (там же). 

Пусть теперь С’ — другая связная компактная группа Ли и Т’— 
максимальный тор в С". Пусть f: б — G’ — изоморфизм групп Ли, такой, 
что f(T)=T’; обозначим через [7 изоморфизм между T и Г’, определяемый 
изоморфизмом |. Тогда X (fr) есть изоморфизм D* (G’, Г’) на D* (С, Т), 
обозначаемый через D* (f), а Г (fr) — изоморфизм D, (С, T) на D,, (G’, F’), 
обозначаемый через D, (f) Если {ET и если положить d=f 0 Int t= 
=(Int f (2) °F, то D* (g)=D* ($, D, (g)=D, ($. 


ПрРЕдложеЕнНИЕ 15. Пусть ф — изоморфизм D* (G’, Г’) на D*(G,T) (co- 
отв. D, (С, Г) на D,, (G’, T’)). Существует изоморфизм |: С -— 0’, такой, 
что | (T)=T’ и ф=0* (f) (соотв. =D, (f)). Если fi и р — два таких изо- 
морфизма, то существует элемент t из Т, такой, что р =} с Int ft. 


Второе утверждение сразу следует из предложения 9 (n° 4); докажем 
первое утверждение, например, для ковариантных диаграмм. Обозначим 
через g’ (соотв. #) алгебру Ли группы Ли G’ (соотв. Г’), а через д’ с (соотв. 
с) ee комплексификацию. Согласно: теореме 2 (i) из гл. VIII, $ 4, n° 4, 
существует изоморфизм tp: дс — 9’ с, который отображает {св {сииндуци- 
рует на T(T)<t. заданный изоморфизм ф: Г (Т) — Г (Т’). Тогда g 
иф | (g’) — две компактные вещественные формы алгебры Ли дс, которые 
имеют одно и TO же пересечение t с tc. Согласно предложению 3 из $ 3, 
n° 2, существует внутренний автоморфизм 0 алгебры Ли дс, индуцирую- 
щий тождественное преобразование на te и такой, что 0 (g)—w  (g’). 
Заменяя tp на W о 0, можно предполагать, что p отображает g Bg’. Кроме 
того, согласно предложению 4 из n° 2, существует единственный морфизм 
fr: T>T, такой, что Г ({1)=Ф. Тогда ограничение ф на t есть L (fr), 
и ввиду предложения 8 из $ 2, n° 6, существует единственный морфизм 
f: G— G’, индуцирующий [fr на Т и фр на вс. Применяя сказанное выше 
кф 'иф ', можно построить морфизм, обратный к морфизму f, который, 
следовательно, является изоморфизмом. Далее, D, (| =Г (fr) = p, откуда 
следует доказываемое предложение. 
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Отметим, что если Ги T’ — два максимальных тора в С, то диаграммы 
D*(G,T)u D* (G, Г’) изоморфны (если элемент g = С обладает свойством 
gTg "= Г’, то НИ g является изоморфизмом G на G, отображающим 7 Ha 
Г’). Обозначим через D*(G) класс диаграмм, изоморфных диаграмме 
D*(G,T) (см. Th. ens., chap Il, р. 47); это корневая диаграмма, которая 
зависит только от группы Ли С и которую называют ее контравариантной 
диаграммой. Аналогично ‘определяется ковариантная A HET PEN A D. ие | 
группы G, откуда получаем ae 


Следствие. Для того чтобы связные компактные группы Ли С и G’ 
были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы диаграммы D*(G) 
и D*(G”) (соотв. D, (G) и О, ((’)) были равны. 


_  ПреЕДлОЖЕНИЕ 16. Для любой приведенной корневой диаграммы: D су- 
rue связная компактная группа Ли -G, такая, что D* не (соотв. 
D, (G)) изоморфна р. 


а) Заменяя, если нужно, D на дуальную диаграмму, мы ‘приходим. 
к построению такой группы С, что D* (С) изоморфна D. Положим. D = 
=(M, Mo, Ю); тогда Q@ M является прямой суммой Q ® Mo и векторного. 
подпространства V(R), порожденного системой К. Кроме того, поскольку. 
дуальные корни принимают целые значения на M, проекция М в V(R) 
параллельно Q& Mo содержится в группе весов Р (К) системы К, так что 
М — подгруппа конечного индекса в Мо ФР (К). Обозначим через D’ ди- 
аграмму (M@ P (R ), Mo, К). 

= 6) Пусть а — полупростая комплексная алгебра Ли c канонической. 

системой корней, изоморфной R < C@V(R) (гл. VIII, $ 4, n° 3), и пусть 
9: — компактная вещественная форма алгебры Ли а ($ 3, n° 2, теорема 
1). Пусть С, — односвязная вещественная Pour Ли с алгеброй Ли, 
изоморфной 91; тогда С, компактна ($ 1, n° 4, теорема 1). Пусть Ti — 
максимальный тор в Gı. Согласно теореме 1, диаграмма D* (Gi, Ti) изо- 
морфна (P(R), 0, R). 

в) Пусть Го — тор размерности, равной рангу Мо. Тогда диаграмма 
D* (To, To) изоморфна (Mo Mo, ©), а диаграмма D* (Gi X To, Ti X То) изо-. 
морфна D’ (пример 2). La | 

г) Пусть, наконец, N — конечная nogrpynna.B Г. X Го, ортогональная 
к М. Положим G=(GıXTo)/N,T=(TıXTo)/N. Тогда С — связная ком- 
пакгная группа Ли, Т — максимальный тор в С и О (С, Т) изоморфна. 
D (пример 3). 


Схолия. Классификация связных компактных групп Ли с точностью до 
изоморфизма сводится к классификации приведенных корневых диаг- 
рамм. Полупростые связные компактные группы „Ли соответствуют тем 
приведенным корневым диаграммам (M, Mo, R), для которых Мо =0. Зада- 
ние такой диаграммы эквивалентно заданию приведенной системы корней 
R в векторном пространстве У над Qu такой подгруппы М 8 У, что dé en сх 
= МР (К). 
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~~ Замечание 3. Пусть Т’— другой максимальный Top B С:и В (co- 
_отв. В’) — базис системы корней А (С, T) (соотв. В (С’, T’)) (гл.УТ,$ 1, п° 5, 
определение 2). Существуют такие элементы gEG, что Int g переводит 
Тв T’u BBB’, и все эти элементы лежат в одном классе по модулю Int (7) 
(поскольку Г и Т’сопряжены, можно предполагать, что Т==7’, и доста- 
точно применить замечание 4, n° 5, и предложение 9, n° 4, из гл. VI, § 1). 
Отсюда следует, что изоморфизм T на 7’, полученный из Int g, не зависит 
от выбора &; в качестве следствия получаем аналогичное утверждение 
ana D, (Int в) u D* (Int 8). Таким образом, перефразируя mutatis mutandis 
замечание 2 из гл. VIII, $ 5, n° 3, определим канонический максимальный 
тор в группе Ли С, канонические ковариантные и контравариантные кор- 
невые диаграммы этой группы ЛИи, .... 


10. Автоморфизмы связной компактной группы Ли 


Обозначим через Aut (С) группу Ли автоморфизмов группы С ies TH 
$ 10,n° 2), auepes Aut (С, Т) замкнутую подгруппу в Aut (G), состоящую из 
_ ‘таких элементов и, что и (Т)= Т. Известно ($ 1, n° 4, следствие 5 предло- 
жения 4), что связная компонента единицы группы Aut (С) есть подгруппа 
Int(G) внутренних автоморфизмов. Обозначим через ПЁс(Н) образ 
в Int (G) подгруппы Н группы С. 

Нусть D — ковариантная диаграмма группы С относительно Т; обоз- 
начим через Aut (D) группу ее автоморфизмов, а через W (D) ее группу 
Вейля. Отображение u>D,(u) является гомоморфизмом Aut(G, T) в 
Aut (D). Из предложения 15 (n° 9) непосредственно получаем 


Пе: 17. Гомоморфизм Аш (С, Г) — Aut (D) сюръективен 
и егб ядром является Int, (7). 


Отметим, что Aut (G, T)N Int (G)=Int,. (Мо (Т) и что образ группы 


Int, (Мс (7)) 8 Aut (D) есть W (D) (n° 5, предложение. ni Из предложения 
17 RARES изоморфизм 


Aut (G, Т)/(Аш (G, T)NInt (G)) > Аш (D)/W (D) 


Кроме того, Aut (G)=Int (G).Aut (G, T). Действительно, если и при- 
“ надлежит группе Aut(G), то и (Т) — максимальный тор в С и, следова- 
‘тельно, сопряжен с Г; таким образом, существует внутренний автомор- 
физм о группы Ли С, такой, что v(T)=u(T), т. е. такой, что 
v'ueAut(G, T). Отсюда вытекает, что группа Aut (G)/Int (G) отождеств- 
ляется с группой Aut (С, T)/(Aut (С, T)NInt (G)), и, значит, принимая во 
внимание сказанное ранее, мы приходим к точной последовательности | 


nu | — Int (6) — Aut (G)— Aut (D)/W(D) > 1. ee a 
B качестве следствия получаем | 


о ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. - Группа - Aut(G)/Int(G) изоморфна группе 
Aut(D)/W (D}:: 7 5 nn CRD ae 
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Предположим, "B ‘частности, что группа Ли С полупроста. Тогда 
группа Aut(D) отождествляется с подгруппой в A(R(G,T)) (гл. VI, 
$ 1, n° |), состоящей из таких ‘элементов и, что U(X SALE a под- 
группа W (D) отождествляется с W(R(G,T)). 


СЛЕДСТВИЕ. Ecau группа С односвязна или если С жк из 
единичного элемента, то группа Aut(G)/Int(G) изоморфна группе ав- 
‘томорфизмов графа Дынкина системы К (С, Т). 


`Это ‘вытекает из сказанного выше H из следствия предложения 
Sb pa VE 6-4, n°2 


Теперь мы покажем, что расширение (16) допускает. сечения. 

Для любого a=R(G,T) обозначим через V (a) такое двумерное 
векторное подпространство в 4, что У (&)(q=9"° +g “. Обозначим че- 
рез К квадратичную форму, ассоциированную с формой Киллинга ал- 
‘гебры Ли в. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Разметкой пары (С, Т) называется пара (В, (U,), 28), 
где В — базис системы R(G,T) (гл. VI, $ 1, n° 5, определение 2) и где 
О. 0ля любого аеВ — такой элемент пространства V(a), что 
К (Ч.)= — 1. 


Разметкой группы Ли С называется задание максимального тора 
Тв Си разметки пары (С, Т). 


ЛЕеммАЗ. Пусть Во — базис системы В (С, Т).Г pynna Int, (Т) действует 
просто транзитивно на множестве ее пары (Ц, Г), имеющих вид 


(Bo,(U wa =B) 


Для любого a= Bo обозначим через К (x) ограничение на V (a) 
- квадратичной формы К. Действие T на У (a) определяет морфизм ta: Т —+ 
— $0 ( К (<). В n° 4 было показано, что SO (К(а)) отождествляется 
с U таким образом, что tz отождествляется с корнем @. Поскольку. Во — 
базис системы А, то это базис и 2-модуля Q (К), порожденного корнями; 
следовательно, Bo — базис подмодуля Х (Т/С (С)) в Х (Т). Отсюда вытека- 
‚ет, что морфизм, являющийся произведением морфизмов to, индуцирует 
изоморфизм Т/С (С) на произведение групп SO (К (a@)), которое. действует 
просто транзитивно Ha множестве. разметок пары (С, Г), ‘первая. компо- 
нента которых есть Во. de BED 


: "ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. $ pynna Int(G) действует на ‘множестве | pasmerok 
группы. Ли G просто транзитивно. 


ss ПУСТЬ tr B, (Ua)) ие’ =(Т’, B’, (U: ry — две разметки группы 6. 0. 
ществуют элементы g H3 G, такие, что (Int 5) (Т) = Г’; эти элементы лежат 
в одном классе по модулю N с (7). Следовательно, можно предполагать, что 
‚Т=Г’, и остается доказать, что. существует единственный .элемент из 
Int, (Мс (T)), переводящий е ве’. Согласно замечанию 4 из.гл. VI,$ 1,n°5, 
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существует единственный элемент w из W (R), такой, что w(B)=B’. По- 
скольку W (R) отождествляется с Мс (Т)/Т, существует элемент пе Мс(Т), 
такой, что w= Int и, и п однозначно определяется по модулю группы 7. Ta- 
ким образом, можно предполагать, что В = B”, и остается доказать, что 
существует единственный элемент из пёс (Т), переводящий е в e’, а это 
есть не что иное, как лемма 3. 


Следствие. Пусть е — разметка пары (С, T), и пусть Е — группа авто- 
морфизмов группы Ли G, оставляющих на месте е. Тогда Aut (С) является 
полупрямым произведением Е na Int (С), а Aut (С, T) — полупрямым npo- 
изведением Е на Int(G)NAut(G, Т) = шос (Мс (7)). 


Действительно, любой элемент из Aut (С) переводит € в некоторую 
разметку группы Ли G. Согласно предложению 19, любой класс в Aut (G) 
по подгруппе Int (С) пересекается с E и притом только по одной точке, 
откуда следует первое утверждение. Второе утверждение доказывается 
аналогично. 


Замечание. Пусть С и С’ — две связные компактные группы Ли, 
и пусть е=(Т, В, (Ч.)) и e’=(T’, В’, (U’„)) — разметки групп Ли 
С и С’ соответственно. Пусть À — множество изоморфизмов С на С’, 
переводящих е в e’. Отображение f+> D* (f) (соотв. D, (f)) является би- 
екцией X на множество изоморфизмов D*(G’,7’) на D*(G,T) (соотв. 
D, (С, T) на D,(G’, T’)), переводящих В’ в В (соотв. В в В’). Это сразу 
следует из предложения 15 и леммы 3. 


$ 5. Классы сопряженности 


Обозначения $ 4 сохраняются. 


1. Регулярные элементы 


Согласно следствию 4 теоремы 2 из $ 2, n° 2, регулярные элементы 
g группы Ли С можно охарактеризовать одним из следующих свойств: 

а) Подалгебра в в, состоящая из неподвижных элементов относитель- 
но преобразования Ad 5, является подалгеброй Картана. | 

6) Z(g)o— максимальный Top в С. 

Множество регулярных элементов группы Ли С открыто и плотно в G. 

На протяжении этого параграфа через С, (соотв. Т,) обозначается 
множество элементов группы Ли С (соотв. 7), регулярных в G. Для того 
чтобы элемент £ из С принадлежал T,, необходимо и достаточно, чтобы 
Z(g)o совпадал с Т. Любой элемент из С, сопряжен к некоторому элементу 
из: Г, ($ 2, n° 2, теорема 2). 

Для того чтобы элемент ¢ из Т принадлежал Г,, необходимо и доста- 
точно, чтобы для любого корня «Е (С, Г) выполнялось условие Pl, 
следовательно, 7— T, является объединением подторов Ker a, где  пробе- 
гает Л (С, Т).. 
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°—_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Положим п — dim С. Существует компактное вещес- 
твенно-аналитическое многообразие У размерности п — 3 и аналитическое 
отображение ф: У - С, образ которого есть @-С.. 


Пусть «ЕР (С, Г); положим V,=(G/Z (Ker a)) xX (Кег a), и пусть Pa — 
морфизм из V, B С, такой, что для любого gEG и любого {= Ker a имеем 
Pa (2, )}—=gtg | (через g обозначается класс элемента & по модулю 
Z (Ker a). Тогда V.— компактное вещественно-аналитическое многообра- 
зие размерности 


dim V,=— dim С — дат Z (Ker а) + dim Ker a = 
=n — (ант ты T—1)=n—3 


: ($ 4 i 8 теорема 1), Pa— морфизм вещественно-аналитических MHOTO- 
‘образий, a образ Ya состоит из элементов группы Ли С, сопряженных 
к некоторому элементу из Ker а. Тогда в качестве У достаточно взять 
сумму многообразий V,, а в качестве ф — морфизм, индуцирующий @, на 
каждом У... | 


va Замечание. Назовем вполне регулярными такие элементы g группы 

Ли С, что 7 (2) является максимальным тором в С. Если веЕТ, то g 
вполне ‘регулярен тогда и только тогда, когда w (g)£g для любого не- 
единичного элемента W из WG(T) ($ 4,n°7, предложение 14). Таким обра- 
зом, множество вполне регулярных элементов группы Ли G является 
OTKPAITEEM всюду плотным в ней подмножеством ($ 2, n° 9, следствие 2 
предложения 5). 


2. Камеры и альковы 


Обозначим через ft, множество элементов хеЕЁ, таких, что элемент 
exp x регулярен, т. €. принадлежит 7,. Для того чтобы элемент x из t при- 
надлежал t—t,, необходимо и достаточно, чтобы существовал такой KO- 
рень “= А (С, Т), что 6 (а) (х)Е 24 7. Для каждого корня а В (С, T) 
и каждого целого числа п обозначим через Но, „множество таких X St, что 
6 (a) (x)=2nin. Множества На» называются сингулярными гиперплоско- 
cramu 6 t, at-t, есть объединение сингулярных гиперплоскостей. Алькова- 
ми алгебры Ли { называются связные компоненты множества t,, а камера- 
ми — связные компоненты дополнения в { к объединению сингулярных 
гиперплоскостей, проходящих через начало координат (т. €. гиперплоско- 
стейиН а.о = Ker 6 (a), «еЕК (С, Т)). 

Имеем Г (T)Ct-t,. Через N (G, п обозначим подгруппу в Г(Т), порож- 
‚денную узловыми векторами ($ 4, n° 5). Согласно предложению 11 43 4, 
n° 6, факторгруппа Г (Т)/М (С, T) отождествляется с фундаментальной 
группой группы Ли С. 

Наконец, через W обозначим группу Вейля группы Ли С относительно 
тора 7, рассматриваемую как группу автоморфизмов группы Ли Т и алгеб- 
ры Ли t, а через W, (соотв. WZ) — группу автоморфизмов аффинного 


56. ГЛ. IX. КОМПАКТНЫЕ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ГРУППЫ ЛИ 2 


пространства +, порожденную группой Уи сдвигами ty: Xe x+y MIA уе 
ÆeN(G;,T) (соотв. для ye (Т)): 


Ayers we W, ver (?), ае К (С, Г) uneZ. Torna 
w (Ha, n)=Hwa,n, ty (Hs, )=H a,n+<y,a)‘ 


Отсюда получаем, что (С) есть камера для любой камеры С и любого 
элемента w = W u w (A) — альков для любого алькова А и любого we №. 
Отметим, что если отождествить X (Т)® В с # при помощи изоморфизма 
(2ni) '6, то альковы алгебры Ли t и группа М. являются соответственно 
альковами и аффинной группой Вейля, ассоциированными с системой 
корней Л (С, Г) (гл. VI, $ 2, n° 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. a) Группа №. (соотв. №») является полупрямым npo- 
изведением группы W на группу М(С,Т) (соотв. Г (Т)). Подгруппа М. 
группы №. нормальна. 

6) Группа W (соотв. Wa) дейс твует просто транзитивно на множестве 
камер (соотв. альковов). „ 

в) Пусть С — камера, а А — альков. Тогда С (соотв. А, соотв. А) 
является фундаментальной областью относительно действия группы W et 
(соотв. группы Ш. в, соотв. группы №, 8t-t,). Если хе, а элемент we 
= Wa, таков, что w(x)=x, то ш =19. 

г) Для любой камеры С существует единственный альков А, такой, что 
А<Си0ЕА. Для любого алькова А существует единственный элемент 
vEN(G, Г), такой, что yEÀ. 


Если we У и yET (7), то ши =, ya ww ty = (y для 
w (у) —y EN (G, T); это тут же влечет за собой а). Остальные утверждения 
предложения следуют из гл. УТ, $ 1, n° 5, и$ 2, пп°|и 2. 


— СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть А — альков en Ли t, a — его замыкание, 
и пусть H,— стабилизатор А в Wa. 

а) Группа W4 является полупрямым произведением H, na Wa. 

6) Экспоненциальное отображение А — Т и каноническое вложение 
Т + С индуцируют при переходе к факторгруппам и к подмножествам 
REIN 


_ А/Нд-— T/W > G/Int (6), 
A/H3> T/W—G,/Int (6). 


`Пусть wWeW;; тогда w’ (A) — альков алгебры Ли +, и существует 
(предложение. 26)) единственный элемент w из. Ма, такой, что w (А) = 
= w’(A), т. е. такой, что w'w’eH , Поскольку подгруппа №. нормальна 
в W;, получаем а). 

Каноническое вложение. À в t индуцирует непрерывную биекцию 0: 
A—t/W. (предложение 2B)), которая является гомеоморфизмом ввиду 
компактности А. Так как подгруппа W, нормальна в №, группа H, дей- 
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ствует каноническим образом в t/W, (Alg., chap. I, p.55) !) ut/ Wi oromae- 
ствляется с факторгруппой (t/W.)/H,. Отображение 6 перестановочно 
с действием группы À д и, следовательно, индуцирует при переходе к-.фак- 
торгруппам гомеоморфизм А/Н 47t/Wà Таким образом, отображение 
exp; индуцирует гомеоморфизм #/Г (7) на T и тем самым гомеоморфизм 
t/W; на T/W. Отсюда и из следствия | предложения 9 2, n° 4, Е 
утверждение 6). | | 


Замечания. 1) Группа Нд естественным образом отождествляется 
с Г (Т)/М (С, Т) и, следовательно, с группой 11 (С). Таким образом, если 
групна С односвязна, H 4 состоит лишь из единичного элемента. 

2) Пусть x =A; тогда exp хеТ,, u, следовательно, Z (exp хо =Т. Для 
того чтобы элемент EXP x был вполне регулярным (n° 1, замечание), не- 
обходимо и достаточно, чтобы w (х) == х для любого неединичного элемента 
ше .. Согласно следствию 1, это значит также, что h (x) x для любого 
неединичного элемента À = H,. В частности, если группа С односвязна, то 

g(t)=T для любого tET,, и любой регулярный элемент из С вполне 
регулярен. | 

3) Специальными точками для Wa (гл. VI, $ 2, n° 2) являются такие 
элементы х из t, что 6 (а) (x) Е 2ni Z для любого a E R (С, Т) (там же, пред- 
ложение 3), т. е. такие, что exp x ]=C (G) ($ 4, n° 4, предложение 8). Для 
любого такого элемента х и произвольного элемента w = W имеем шх — 
—хеМ(С, T) (гл. VI, $ 1, n° 9, предложение 27), так что стабилизаторы 
элемента хв W. ив №, совпадают. Пусть $ — множество специальных 
точек для А; из сказанного выше и из следствия | вытекает, что группа 
Над действует в S свободно и что экспоненциальное отображение индуциру- 
ет биекцию S/H, Ha С (С). 


Следствие 2. Пусть С — камера алгебры Ли t и С — ее замыкание. 
Канонические вложения С >t -> в индуцируют при переходе к  фактор- 
пространствам гомеоморфизмы 


C—t/W > в/Аа (С). 


Канонические отображения С >t ut—t/W являются собственными 
(Общ. топ., 1969, гл. III, $ 4, n° 1, предложение 2в)). Отображение С >. 
— t/W является непрерывным, собственным и биективным (предложение 
2B)), а следовательно, гомеоморфизмом, откуда, принимая во внимание 
следствие предложения 6 из $ 2, п° 5, получаем следствие 2. 


Замечание 4. Обозначим pe Greg Множество регулярных элементов 
алгебры Ли g (гл. УП, $ 2, n° 2, определение 2) и положим reg te 
Для любого xet 


ad next LE: Xe ea 
| .aer(G, т) 


| 1). en. также дж. 1962, гл: 1, $ 7.— Прим. перев. : ER 
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таким образом, множество t,,, состоит из таких элементов X из +, что 
6 (a) (x) £0 для любого «ER (С, Т), т. е. является объединением камер Bt 
(тем самым t,—t _). Из этого следует, что С Ntreg =C, откуда apres 
гомеоморфизмы 


reg 
> treg/ V— Greg/Ad (С). 


СледствиЕ 3. Предположим, что группа Ли С односвязна. Пусть g — 
регулярный элемент в группе G. Существуют максимальный тор 
$ в Си альков Ав Е ($), единственным образом определяемые условиями 
ве ехр (А) и 0=AÀ. 


Можно предположить, что g принадлежит Т, ($ 2, n° 2, теорема 
2). Пусть x — элемент из &, такой, что exp х=а&, и пусть A’ — альков 
алгебры Ли t, содержащий x. Альковы А в +, для которых g-— exp (A),— это 
‚альковы A’ — у для уе Г (Т); таким образом, наше утверждение следует 
из предложения 2r). 


3. EEE ee u регулярные элементы 


”ЛЕммА 1. Пусть и — автоморфизм группы Ли G и Н — множество его 
неподвижных точек. 

а) Н является замкнутой подгруппой в С. 

6) Если множество Но центрально в С, то группа Ли С коммитативна 
(u, значит, G=T). 


Утверждение a) очевидно. Для доказательства утверждения 6) можно 
заменить С на D (С) ($ 1, следствие | предложения 4), т. е. предположить, 
что С полупроста. Тогда если множество Но центрально в С, то L (Н)={0}, 
так что эндоморфизм L (и) — Id алгебры Ли g биективен. Пусть } — эндо- 
морфизм многообразия С, определенный формулой } (в) =и (5) ‘в для 
ge С. Он этален, поскольку, если ge С и хеЕц, то T'(f)(xg)—=u(g) ‘(x — 
— L (и) (х))5; и, значит, касательное отображение к } в точке g биективно. 
Отсюда вытекает, что образ эндоморфизма } компактен и открыт и, следо- 
вательно, ввиду связности С, совпадает с С. Пусть Е — разметка группы 
С ($ 4,n° 10, определение 3) ии (Е) — ее образ относительно автоморфиз- 
ма и. Согласно предложению 19 из $ 4, п° 10, существует такой элемент 
h из С, что (Int A) (Е) =и (Е). Пусть ве С — такой элемент, что h=/} (8) = 
=u (g)~ 'g; имеем 


uolnt g—(Int и (g))ou =Int go(Int h)~'ou 

следовательно, разметка (Int 5) (Е) устойчива относительно и. Если 

(int 2) (E)=(T1, В, (0). ев) TO >»; U,eL (A). Равенство L (H)={0} влечет 
за собой В = ©; следовательно, С =Т, и группа С коммутативна. 

Jlemma 2. Пусть x — элемент из T u $ — подтор 8 Т. Если связная 


компонента ‘единицы группы Z(x)NZ (S) совпадает с T, то существует 
такой элемент‘; из $, что элемент XS регулярен. 
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Для любого a из А (С, Т) обозначим через 5. подмножество в $, 
состоящее из таких элементов SES, что (х5)" =1. Если в S не сущес- 
твует ни одного элемента $, такого, что XS регулярен, то $ является 
объединением подмногообразий $. и, следовательно, совпадает с од- 
ним из них. Тогда существует такой элемент & из Ю (СТ), что (xs) = 
=] для Любого SES; это означает, что x*=—=1 и a|S=]1, следова- 
тельно, Z (х)П7 ($) DZ (Ker a). Лемма доказана. 


ЛЕммА 3. Предположим, что С односвязна. Пусть С — камера ал- 
гебры Ли +, а и — такой автоморфизм группы Ли С, что Ти С ycroü- 
чивы относительно действия автоморфизма и. Тогда множество точек 
в Т, неподвижных относительно U, связно. 


Поскольку С односвязна, множество Г(Т) порождено узловыми 
векторами К. (XER(G,T)) и, следовательно, допускает в качестве 
базиса семейство К., когда @ пробегает базис В (С), определяемый 
камерой С (гл. VI, $ 1, n°10). Таким образом, осталось доказать, 
что если ф — автоморфизм тора Т, сохраняющий базис в Г(Т); то 
множество неподвижных относительно ф точек связно. Разлагая этот 
базис в объединение орбит группы, порожденной автоморфизмом ф, 
мы приходим к случаю, когда T=U" и q— автоморфизм 
(21,..., Zn) > (2о,..., Zn, 21). В этом случае неподвижными точками авто- 
морфизма ф являются точки (Z,..., 2), ZEU, образующие связную под- 
группу в Г. ie | 


ПрЕдложеЕНИЕ 3. Пусть и — автоморфизм группы Ли С, и пусть 
х — точка из С, неподвижная относительно и. 

а) Существует такой элемент а из в, неподвижный относительно 
1. (и) и Ad x, что элемент хехр а регулярен. | 

6) Существует регулярный элемент g из G, неподвижный OTHO- 
сительно U, который коммутирует C X. 


Пусть Н — группа неподвижных точек автоморфизма и, $ — мак- 
симальный тор в Z (x) AH и К — связная компонента единицы группы 
7 ($) 7 (x). Тогда К — связная замкнутая подгруппа в С; с другой 
стороны, ввиду следствия D теоремы 2 из $ 2, n° 2, существуют мак- 
симальные торы в С, содержащие S и х; следовательно, К — под- 
группа максимального ранга, содержащая 5$ и х. Кроме того, К ус- 
тойчива относительно U, поскольку этим свойством обладают 
S их. Обозначим через У множество неподвижных точек в К отно- 
сительно и. Тогда 


$ И< КПН< (5) 12 (ХПН; 


‘следовательно, множество Vo содержится в централизаторе тора 
S в (Z (х)ПН)о. Но группа (Z (х)ПН)о совпадает с S (там же, следствие 6), 
откуда в конечном счете получаем У, =5. Из леммы | вытекает, что под- 
группа К коммутативна и, таким образом, является максимальным тором 
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в С (поскольку она связна и имеет максимальный ранг). Она содержит 
5 их и. совпадает со связной компонентой единицы группы Z (5) 12 (x); 
тогда утверждение а) следует из леммы 2. Полагая - & =хехр а, полу- 
чаем утверждение 6). 


| Следствие. Пусть 5 — компактная алгебра Fei и ф— ее автомор- 
физм. В s существует peey Aeneas элемент, неподвижный относитель- 
HO Ф. 


Заменяя $ на Ds, можно предполагать, что $ полупроста. Пусть 5 — 
односвязная компактная группа Ли с алгеброй Ли s, и пусть и — такой 
автоморфизм группы Ли $5, что Г (и) =ф. Из предложения 3 вытекает 
существование такого элемента а из $, неподвижного относительно ф, что 
элемент ехр а регулярен в 5; в частности, а регулярен в $ (n° 2, замеча- 
ние 4). 


Freak 1. Пусть и — автоморфизм связной компактной группы Ли С. 

a) Связная компонента единицы группы неподвижных точек’ авто- 
морфизма и содержит регулярный элемент группы Ли G. 

6) Существует максимальный тор К в С и камера 8 L (К), устойчивые 
относительно и. HS | | 

в) Если С односвязна, то множество неподвижных относительно 
и точек связно. 


Утверждение а) есть частный случай при x =е предложения 3. Пред- 
положим теперь, что С односвязна, и докажем утверждения 6) ив). Пусть 
x — элемент из С, неподвижный относительно и, и пусть g — регулярный 
элемент в С, неподвижный относительно и и коммутирующий сх (предло- 
жение 3). Централизатор К элемента g является максимальным тором 
в С (n°2, замечание 2), устойчивым относительно и и содержащим 
хи g. Согласно следствию 3 предложения 2 из N° 2, существует единствен- 
ный альков А в Г (К), такой, что geexp (А) и O&A. Поскольку элемент 
g неподвижен относительно и, альков А, а следовательно, и камера в L (К), 
содержащая А, неподвижны относительно Ku). Это доказывает 6); кроме 
того, множество точек в К, неподвижных относительно и, связно (лемма 3) 
и содержит X ие, откуда следует в) (Общ. топ., 1968, гл. 1, $ 11, n° I пред- 
‚ложение 2). | 

| nen, доказать утверждение 6) в nes случае. Но если D (Gy. — 
универсальная накрывающая группы D (Сб) и]: D (6) = G — канониче- 
ский морфизм, то существует een u группы D (С), такой, что 
feu = из]. Если К — максимальный тор в D (G) и С — xamepa L (К), ус- 
тойчивая относительно и а уже доказанному, такая камера су- 
шествует), то существуют {$ 2, n° 3, замечание 2) единственный макси- 
’мальный тор К в С и единственная камера С в L (К), такие, что. K=f (K) 
и Е Е ff "CC, откуда сразу получаем, что Ки С и относительно 
u. . Утверждение 6) доказано В RR случае. | Fe #9 


Pr à Предположим, что. п! (G) есть. z- модуль. Kas кручения. 
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a). Централизатор любого элемента группы Ли`С связен. 
6) Два коммутирующих элемента группы Ли G принадлежат VA 
максимальному тору. 


Согласно следствию 3 предложения 11 из $ 4, n° 6, группа D (С) одно- 
связна. Имеем G=C(G).D(G). Пусть хе С; положим x =uv, где ue 
ЕС (С). иое р (G). Тогда 2 (х)= С (G). р(с) (о). Согласно теореме IB), 
группа Zp (с) (9) связна; следовательно, и Z (X) связна, откуда следует а). 
Согласно следствию 3 теоремы 2 из $ 2, n° 2, Z (x) есть объединение мак- 
‚симальных торов в С, содержащих X, откуда получаем утверждение 6). 


СледствиЕ?. Пусть Г — компактная подгруппа в Aut (С), обладающая 
‘следующим свойством: | 
(+) Существуют такие элементы ит, ..., Un из Г, что для любого i замы- 
кание Г; подгруппы в Г, порожденной элементами ии, ..., Ui, будет нормаль- 
ной подгруппой, причем Г, =Г. 
Тогда существует максимальный Top в С, устойчивый относительно 
действия подгруппы Г. | 


Проведем доказательство индукцией по размерности группы Ли 
С. Без ограничения общности можно предполагать, что и, ==14; тогда 
подгруппа НЯ, состоящая из неподвижных относительно и! точек, отлична 
от С и устойчива относительно действия группы Г. Кроме того, ввиду 
компактности группы Г образ Гв Aut (Ho) является -факторгруппой группы 
Г и, следовательно, также удовлетворяет условию (*). Согласно предполо- 
‚ жению индукции, существует максимальный тор $ B MH, устойчивый OTHO- 
сительно Г. Централизатор К тора $ в С связен ($ 2, n° 2, следствие 5) 
и устойчив относительно Г; это максимальный TOP в С, поскольку Но содер- 
жит регулярный элемент группы С (теорема la)), который сопряжен 
некоторому элементу из S (там же, следствие 4). 


_ Следствие 3. Пусть Н — группа Ли и Г — компактная подгруппа 
в Н. Предположим, что группа Но компактна, а подгруппа Г удовлетворяет 
‘условию (+) из следствия 2. Тогда существует такой максимальный тор 
Тв Ho, что Га Ми (Т). 


СледствиЕ 4. Любая нильпотентная подгруппа в компактной группе 
Ли содержится в нормализаторе некоторого максимального тора. 


Пусть Н — компактная группа Ли, а N — нильпотентная подгруппа 
в Н. Тогда замыкание Г подгруппы N также является нильпотентной 
группой (гл. III, § 9, n° 1, следствие 2 предложения 1), и достаточно дока- 
зать (следствие 3), что Г удовлетворяет условию (*). Но Го — нильпотент- 
ная связная компактная группа Ли; следовательно, она является тором 
($ 1, n° 4, следствие | предложения 4), и существует элемент. и, из Го, 
порождающий подгруппу, плотную в Го (Тор. gen., chap. УП, р. 8). Конеч- 
ная группа Г/Го нильпотентна, и существуют элементы и», ..., и, T/Fo, 
порождающие Г / Го и такие, что подгруппа в T/To, порожденная элемента- 
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ми (Us, ..., 4), нормальна при г=2, ..., п (Alg., chap. I, р. 73, th 1, р. 76, 
th. 4 Тогда если элементы Us, ..., Un являются представителями элементов 
Uo, ..., Un B Г, TO последовательность (ии, ..., Un) обладает требуемым свой- 
CTBOM. 


Пример. Положим С = Ц (п, С). В дальнейшем мы покажем, что под- 

группа диагональных матриц в С является максимальным тором в С, а ее 
нормализатор совпадает с множеством мономиальных матриц (Алг., 1962, 
гл. II, $ 6, n° 5) в группе Ли С. 
_ Отсюда получаем, что если Ф — невырожденная положительная эр-. 
митова форма на конечномерном комплексном векторном пространстве> 
У и Г — нильпотентная подгруппа в U (Ф), то существует базис в npo- 
CTpaHCTBe V, в котором матрицы элементов группы 'Г мономиальны (теоре-\ 
ма Блихтфельдта). | 


4. Отображения (G/T)XT > G и (G/T)XA + G, 


| Отображение (5, + gtg ' из GXT 8 С индуцирует при факториза- 
ции морфизм аналитических многообразий 


f: (G/T)XT > G, 


который сюръективен ($ 2, n° 2, теорема 2). При ограничении Î индуциру- 
ет сюръективный морфизм 


р: (G/DXT, —>G.. 


Взяв его КОМПОЗИЦИЮ с 1@с/тЖехрг, получим также `сюръективные мор- 
OH3MEI , 
p:{(G/T)Xt — 5, 
pr: (G/T) Xt, > С,,; 
наконец, если A — альков в t, то Pr индуцирует сюръективный морфизм 
Фа: (G/T)XA > G,. 


Определим правое действие группы W в G/T следующим образом. 
Пусть. we W и ueG/T. Обозначим через п представитель элемента 
шв NÇ(T) и через g представитель элемента ив С. Тогда образ элемента 
gn в G/T. He зависит от выбора п и 5; обозначим его через u.w. 

Относительно этого действия группа W действует в С/Т свободно: 
в введенных обозначениях предположим, что и. =и; тогда gnegT и, 
следовательно, neT u w=|. 

Определим правое действие группы W в (G/T)XT по формуле 


(u, t).w=(u.w, w”' (1), ие С/Т, (ЕТ, weVW, 
и правое действие группы Ша в (G/T)Xt по формуле 
о. (и, x).o=(u.0, ©-! (x), ие б/Т, xet, veW,, 


где @ — образ элемента w в факторгруппе W4/T (Т)=\ 
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Если А — альков B t и À, — подгруппа в Ша, сохраняющая À, то при 
помощи ограничения получаем действие группы H, на (G/T)XA. 
’ Эти различные действия согласуются с морфизмами À, фифд: дляие. 
EG/T, teT, «et, yEA, ше Й, we Wi, ВЕН, 


Mu, t).w)=f (u, t), @ (и, х).о) = (4, x), фл (и, y).h)= фл (и, y). 
Jlemma 4. Пусть gEG, 1ЕТ, и пусть g — образ элемента g в G/T. 
Отождествим касательное пространство к G/T (соотв. Т, соотв. G) в точке 
g (соотв. Ь соотв. gtg—') с g/t (соотв. +, соотв. g) при помощи левого 
сдвига y (g) на элемент g (соотв. t, соотв. gtg”'). Тогда линейное отобра- 
жение, касательное к | в точке (5, ft), отождествляется с отображением 
р: (g/t)xt > в, определяемым следующим образом: если zeg, xet И ec- 
ли г обозначает образ в g/t элемента 2, то 


f’ (2, х)=(Аа gt—') (2—(Ad 2+»). 


Пусть Е — такое отображение из GXT BT, что F(g,)=gtg”'. По- 
скольку Fo(y (=), 141} = Ни goF, то 


Г. Е) (> ВТ, g)o Te, 9 (F) (2, ix). 
Согласно предложению 46 из гл. Ш, $ 3, n° 12, 
Te » (F) (2, tx) =t (Ad!) 2-2) + te =t (Ad £7!) (2— (Ad à 2+) 
и в качестве следствия получаем | 
Te, 0 (Е) (gz, tx) =gtg "(Ad gt~')(z—(Ad д z2+x). | 


Доказательство леммы вытекает из этой формулы при переходе к фак- 
тор-группам. 


ПрРЕдложеЕНИЕ 4. а) Пусть gEG, ЕТ, хе и пусть g — образ эле- 
мента g в С/Т. Следующие условия эквивалентны: 

(i) [ЕТ, (соотв. xet,). 

(ibis) Элемент f (2,1) (соотв. ф (5, x)) регулярен в С. 

(ii) Отображение f (соотв. ф) является субмерсией в точке (g, t) (co- 
отв. (5, x)). 

(ii bis) Отображение | (соотв. ф) этально в точке (в, #) (соотв. (g, x). 

_ 6) Отображение f, (соотв. ф,, соотв. p,) превращает (С /Т)ЖТ, (соотв. 

(G/T)Xt,, соотв. (G/T)X A) в главное накрытие множества G, с группой 
W (соотв. W;, соотв. H ,). 


а) Эквивалентность (1) и (ibis) очевидна. Эквивалентность (ii) 
и (iibis) следует из соотношений dim ((G/T)X Г)= dim (G/T)Xt)= 
= dim (С). Согласно лемме 4, отображение | является субмерсией в точке 
(с, t) тогда и только тогда, когда g—=t+Im (Ad t— Id); это означает, что 
элемент { регулярен. Наконец, поскольку fe (14 с/гЖехрг), то отобра- 
жение ф этально в точке (5, х) тогда и только тогда, когда отображение 
f этально в точке (5, ехр x); это, согласно предыдущим рассуждениям, 
означает, что X принадлежит t,. 
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.6) Таким. образом, морфизмы f,, Pr, фл этальны. С другой стороны, 
группа. W действует. свободно на G/T na fortiori на (G/T)X Г. Пусть для g, 
8’ из Gut, t’ 43 Т, выполняется | (g, t)=f (g’, Е); тогда Int &-' g’ переводит 
t’ в tu, следовательно, нормализует 7, поскольку Т= 2 (fo = (t’)o, а класс 
w элемента g | g’ B W переводит (g, 4) в (g’, t’). Отсюда следует, что |, — 
главное накрытие с группой W; это в свою очередь. означает, ‘что HY, — 
главное накрытие с группой Ша, и при помощи ограничения на:связную 
компоненту (С/Г)ЖА множества (G/T)Xt, получаем, что фл — главное 
накрытие с группой H 4. 


Замечания. 1) Согласно предложению 3 из $ 2, n° 4, многообразие. 
(G/T)X À односвязно. Отсюда следует, что P4 — универсальное накрытие 
группы G,. Поскольку группа sıı (G,) канонически изоморфна x (С) (n° 1, 
предложение 1, и Top. gen., chap. XI), то группа x, (8) отождествляется 
eH, (т. ео г (T)/N(G, Г). 

2) Ограничение отображения фл на WXAC (G/T) ЖА превращает 
W X A в главное накрытие множества 7, с группой Н д. Таким образом, мы 
вновь получаем следствие | предложения 2 из n° 2. 

3) Обозначим через д, прообраз множества С, при экспоненциальном 
отображении, и пусть в: в, — С, — отображение, полученное из ехрс. 
Отображение (5, х) => (Ad g) (x) из GXt, Bg, определяет при факториза- 
ции отображение w,: (G/T)Xt, > g,. Имеем eo, = ф,. Пусть ше, уе 
ЕГ(Т) и «== . таковы, что & (2) = и (2) у для любого zet; имеем 
Pr ((g, x) ©) =, (g, x)— (Ad g) (т), где ве С, хе, так что y (g, x) в) = 
=p, (g, x) тогда и только тогда, когда у =0. Отсюда следует (см. Тор. den., 
chap. XI), что 4, — главное накрытие над д, с группой W, а e: g, > G, — 
накрытие, ассоциированное с главным накрытием ф,, со слоем, изоморф- 
ным WS- `миожеству We/W. 


| § 6. Е B компактных группах Ли 


В этом параграфе сохраняются обозначения из $ 4; положим w (б)= 
= Card (W,(T)). Обозначим через dg (соотв. dt) меру Хаара на группе Ли 
С. (соотв. Т) с полной массой 1, а через п (соотв. г) — размерность группы - 
Ли С (соотв. Т). 


1. Произведение знакопеременных полилинейных форм 


Пусть А — коммутативное кольцо и М — некоторый А-модуль. Для 
каждого целого'числа г >0 через АК ' (М) обозначим А-модуль знакопере- 
менных г-линейных форм на М. Этот модуль отождествляется с сопряжен- 
ным к А-модулю /’ (М) (Alg., chap. III, р. 80, prop. 7). Пусть иеЕАК? (M) 
и vu @Alt’ (М); напомним (Alg., chap. III, р. 142, ex. 3), что внешним про- 
изведением U и о называется элемент u/\v из АК” (М), определяемый 


формулой 
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(u Av) (Xi er Хх) = 2 и (Хо (1) ur Хо (s)) о (хо (s+ 1} > Xo(s+n) 


oeG,, 


где ©, ‚— подмножество в.симметрической группе S,4,, состоящее из 
перестановок, ограничения которых Ha (1, $} ина {$- 1, 5+.) являются 
монотонно возрастающими. 

Пусть теперь 


0— М/-= М -8 М” —0 


— точная последовательность свободных А-модулей рангов г, г $ и $ со-. 
ответственно. 


JlEmmA 1. Существует А-билинейное отображение из Alt’ (M”)xX 
ЖАК’ (М”) в Alt’t’(M), которое обозначается через (и, и)+> ими u 
характеризуется каждым из двух следующих свойств: 

а) Обозначим через u, еЕАЁ (М) форму (хи, ...,Xs) > и (р (хи), ..., p (xs)), 


и пусть 9 = AK (М) — такая форма, что vi (i (Xi), ..., 6 (х,)) = (X41, ..., ХР) для 
Xi, ..., x, из М’. Тогда unv=u, Ли. 
6) Пусть хь, ..., х; принадлежат M, a x}, ..., x; принадлежат М’; тогда 


(ASO) KL, Ep) (1) 


Отображение ф: Alt’ (M”)@ , Alt’ (M’) > Alt’*’ (М), такое, что ф(и® 
Qv)=unv, есть изоморфизм свободных А-модулей ранга один. 


Существование формы Vi, удовлетворяющей условию а), следует 
из того, что Л’ (i) порождает изоморфизм Л’ (M’) на подмодуль, выделяю- 
щийся прямым слагаемым в Л’ (М) (Alg., chap. III, p. 78). Пусть vi — 
такая форма; положим umv=u,\vı. Тогда равенство (1) выпол- 
няется, поскольку если положить i (X) =х;+» для | <А<г, то единст- 
венным элементом о из ©,, ,, таким, что р (Xo) KO для 1<1<$, будет 
тождественная перестановка. С другой стороны, формула (1) опреде- 


ляет иго единственным образом: действительно, пусть (ет, ..., er) — 
базис в M, (]',..., [9 — базис в М” и fi,..., fs — такие элементы 


из M, что рП=Г для 115 Тогда (fi, fs, (ее) (en) — 
базис в М (Alg., chap. IT, р. 27, prop. 21) и формула (1) записывается 
в виде 


оО Ре ое ва ар, (2) 


т. е. элемент из АН’*” (М) определяется своим значением на некотором. 
базисе. ` | 

Из предыдущих рассуждений получаем, что каждое из условий a) 6) 
определяет единственным образом произведение и = и. Очевидно, что это 
произведение билинейно. И наконец, последнее утверждение леммы следу- 
ет из формулы (2). 


Н. Бурбаки 


| 
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2. Формула интегрирования Г. Вейля 


Пусть е — единичный элемент в группе Ли С ие — класс элемента 
ев G/T. Отождествим касательное пространство к С в точке € с дв, каса- 
тельное пространство к Твес t касательное пространство к G/T Bec 
g/t. Обозначим через (и, v)->u uv В-билинейное отображение 


АК” (g/t) X Alt” (t)-— Alt” (в), 


определенное в n° 1. 

Напомним (гл. Ш, $ 3, n° 13, предложение 50), что отображение 
® +> @ (е) осуществляет изоморфизм векторного пространства левоинва- 
риантных дифференциальных форм степени п (соотв. г) на С (соотв. Т) на 
пространство Alt"(g) (соотв. Alt’(t)). Заметим также, что det Ad g — 
= ] для любого g = G ввиду того, что любая связная компактная подгруп- 
пав R* состоит лишь из единичного элемента. Тем самым левоинвариант- 
ные дифференциальные формы степени п на С являются также правоинва- 
риантными и инвариантными относительно внутренних автоморфизмов 
(гл. Ш, $ 3, n° 16, следствие предложения 54); в дальнейшем мы будем 
говорить просто об инвариантных дифференциальных формах на G. 

Кроме того, из предложения 56 гл. III, $ 3, n° 16, и из предыдущих 
рассуждений вытекает, что отображение wt> w (E) осуществляет изомор- 
физм пространства С-инвариантных дифференциальных форм степени 
n—r на G/T на пространство АК” ” (g/t). 

Если ®с/т есть С-инвариантная дифференциальная форма степени 
п —гна G/T 4 @; — инвариантная дифференциальная форма степени г Ha 
Г, то через WG/7~ ®т обозначим единственную инвариантную дифференци- 
альную форму степени п на С, такую, что 


(oc,r @7) (е)= вит (е)^ or (e). 


Наконец, напомним, что через f: (G/T)XT — С обозначается мор- 
физм многообразий, полученный при факторизации из отображения 
(g, t)h> 22 ' из GXT BG ($ 5, n° 4). Если a и В — дифференциальные 
формы Ha G/T и T соответственно, то через a Л В обозначим форму pri а Л 
Npr$ß на (G/T)XT. | 

_ Для ET обозначим через Ad, x (Г) эндоморфизм` а g/t, 
полученный из Ad Ё при факторизации. Положим 


6, (= 4е! (Adx(—1)= || “N. | « (3) 


aeR (С, Т) 


Пусть xetu «А (С, Г); обозначим через a элемент (2ni) | 6 (а) из t*, 
так что 


((exp x)*—1) ((exp x) ~*— 1) = (6260 — 1) (e Pathe) _ 1) =4sin’na(x). 


Если через А. (С, T) обозначить множество положительных корней CHCTE- 
мы А (С, Г) относительно базиса В, то 


a 
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ô (exp x) = |] 4 sin? na (x), 
aER, (6, 1) 


откуда, в частности, следует, что ÔG(t)>0 для любого ET, Заметим 
также, что 6, (t)=5,(t~') для teT. 


ПредложЖЕНИЕ 1. Пусть ©, ®с JT 4 ®г— инвариантные дифферен- 
циальные формы на С, G/T и Т соответственно степеней п, n—r ur. Если 
OG=WcG,/Tr@r, TO 

FF (wo =06c/r cor. 


Очевидно, можно считать формы © Gr и юг ненулевыми; тогда диффе- 
ренциальная форма (и, 1) => G7 (и) Лог (1) степени п на (G/T)XT всюду 
ненулевая. Следовательно, существует такая числовая функция 6 на 
(G/T)XT, что 

a (@ в) (u, t)=6 (u, t) G/T (и) Лог (2). 


Теперь заметим, что для AEG, иеС/Т, 1=+Т имеем |(й. и, = 
= (Inth)f (и, t). Из инвариантности формы WG относительно внутренних 
автоморфизмов получаем, что 6 (hu, # =0 (и, 1) и, следовательно, 6 (u, t) = 
== 0'(e, À). | 

Обозначим через р: д > g/t отображение перехода к факторалгебре, 
а через ф: g/t —> 4 — отображение, определяемое формулой 


p(p (Х))= (Аа Г ') Х—Х для Хе; 
напомним ($ 5, n° 4, лемма 4), что касательное отображение 
Te, о (р: Те (G/T) XTi (T) > T: (G) 


переводит (2, tH) в #{ (ф (2) +A) для zeg/t, Het. 
Пусть 21, ..., Zn, — элементы из g/t и Н,,..., H, — элементы из. t. 
Тогда 


№ ос(е, T) (21, ..., Zn—r, tH, ..., tH,)= 
= 0g (f) (№ (21), ..., fp (2-7), tM, ..., tH) (согласно определению) = 
‘=. (2) (Ф (21), ..., Ф (2„_,), Нь ....H,) (поскольку ®с инвариантна) = 
сс ЕО СУТ (e) (рф (21), ..., РФ (2„_„)).®т(е) (Нь ..., H,)(n° 1, лемма 1) = 
= det (рф) G/T (e) (21 ..., Z,_).or(e)(H,, ..., A) = 


= 6 (1) ®слт (е) (21.3 2„_,).ют (0 (ЕНь...ЕЁН,) (поскольку ®т 
инвариантна) = 


\ —=6с (2) (© cr \ ®7) (Е, t) (21 “> nn tH, cao tH), 


откуда [с (e, t)=5¢ (0) (®¢;r/\ 7) (e, № и, следовательно, ô(e, t)=6, (8. 
Предложение доказано. | 


3* 
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Снабдим многообразия С, T u G/T ориентациями, определяемыми 
формами ®с, ®ги ®с/т соответственно. Тогда эти формы определяют 
инвариантные меры на С, Ги G/T (ra. Ш, $ 3, n° 16, предложения 
55 и 56), также обозначаемые через WG, ®ги ®с/т. 


JIEMMA 2. Ecau OG—=@G/T OT, TO 


\ DOG = \ wG/r 4 «т. 
б G/T T 
Обозначим через л канонический морфизм С в G/T. Пусть geG, 
и пусть Ц, ..., In-r — элементы из T;(G/T). Отождествим слой 


rn '(n(g))=gT с Т при помощи сдвига у (5). Тогда соотношение «с = 
= Gg /7>@r влечет за собой равенство (Мн., Св., рез., 11.4.5) 


@gl (1, .-., th) =(® с/т (és. ba) @r- 


Тогда “= ( or) ®с/т (Мн., Св. pes., 11.4.6) и 
л Г 


Joc = or = Or : \ gr (Мн., Св. pes., 11.4.8). 
G/T я T G/T 


JIEmmA 3. Прообраз на (С/Т)ЖТ, при локальном гомеоморфизме fr 
(Hnreep., гл. У, $ 6, n° 6) меры dg na G, есть мера n@QÔ, dt, где pu — 
единственная С-инвариантная мера на G/T с полной массой |. 


Выберем инвариантную дифференциальную форму @7 (соотв. ® с/т) на 
Т (соотв. С/Т) максимальной степени так, чтобы мера, определяемая 
формой @7 (соотв. ® с/т), была равна at (соотв. u). Положим с =®с/т^` ®т. 
Из леммы 2 вытекает, что мера, определяемая формой © с, равна dg. Пусть 
U — такое открытое подмножество в (G/T)XT,, что гомеоморфизм |, 
индуцирует изоморфизм подмножества U на открытое подмножество 
Ув G,. Пусть ф — непрерывная функция с компактным носителем, содер- 
жащимся в У. Обозначим по-прежнему через ф продолжение ф на С,, 
обращающееся в нуль вне множества У. Имеем 


\ gdg=\ po =| (pof,) FF (oe) = 
V 
= (pof,) @c,r Nö, ФТ (предложение 1) = 
= (pof,) du . 8ç dt. 


Лемма доказана. 
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° ТЕОРЕМА 1 (Г. Вейль). Мера dg на С есть образ при отображении 


(g, ht gig" из СХТ в С меры dg® ef б) Ôc dt, где 
6g (t)=det (Ad,4(9—1)= ||  (—1). 


ае (С, Т) 
Другими словами (Интегр., гл. У, $ 6, n° 3, предложение 4), мера dg 


есть образ при отображении |: (С/Т) ЖТ> СЦ меры »@—— 6, dt. 


1 
w (С) 
Докажем последнее утверждение. Из $ 5, n° 1, и из Ми., Св. рез., 
10.1.3в), следует, что множество G-G, нигде не плотно в G, а множество 
T-T, нигде не плотно в Т. Кроме того, отображение |, превращает (G/T) X 
X Т, в главное накрытие множества С, с группой W ($ 5, n° 4, предложе- 
ние 46) ). Теперь доказательство теоремы следует из леммы 3 и из Интегр., 
гл. У, $ 6, n° 6, предложение 11. 


Следствие |. (i) Пусть ф — функция, интегрируемая на G, со зна- 
чениями в банаховом пространстве или в R. Для почти всех 1=Т 
функция gt>Y(gtg”"') на С интегрируема по мере dg. Функция 
ttr> 6, N p(gtg ') dg unreepupyema na T u 

G 


| = 
24 оу | (| < (ete ме) 8g (9 dt (4) 


(«формула интегрирования Германа Вейля»). 
(ii) Пусть ф — положительная измеримая функция на G. Для nou- 
ти всех tET функция g—>oq(gtg ') на С измерима. Функция tr 


№ : 
r+ | o(gtg ') dg на T измерима u 
G 


* * * fs 
\ 9 (в) de= оу ( | que) is) бо (0) dt. (5) 


Поскольку отображение f получается из отображения (g, # н> gig” 
G ЖТв С при факторизации, то остается применить Интегр., гл. У, $ 5, 6, 
8, и Интегр., гл. УП, $ 2. 


Следствие 2. Пусть ф — центральная (т. е. такая, что ф (gh)=g (hg) 
для любых элементов би A из G) функция на G со значениями в некотором 
банаховом пространстве или в В. 

а) Для того чтобы ф была измерима, необходимо и достаточно, чтобы 
ее ограничение на Т было измеримо. 

6) Для того чтобы ф была интегрируема, необходимо и достаточно, 
чтобы функция (p|T)Sg была интегрируема на Т, и тогда 


о) че доу | 905 044 6) 
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Обозначим через р: G/TXT — Т проекцию на второй сомножитель. 


Тогда ф о f=(g| u P; Kpome Toro, образ меры u @ ——— дс dtnpu отображе- 


1 
w (С) 
нии р есть мера 5, dt. Теперь следствие вытекает из теоремы | этого 


w G 
пункта и из теоремы | из Интегр., гл. У, $ 6, n° 2, примененных к двум 
собственным отображениям À и р. 


Следствие 3. Пусть Н — связная замкнутая подгруппа в G, содержа- 
щая Т, и пусть b — ее алгебра Ли, а ай — мера Хаара на H с полной 
массой |. Пусть ф — интегрируемая центральная функция на С со значе- 
ниями в некотором банаховом пространстве или в В. Тогда 
функция ht (1) det (Ad,,, (h) —1) центральна и интегрируема на 
Н и 

19) о) 
) w (6) 


\ ç (п) det (Ad, y, (A) — 1) dh. (7) 


Действительно, функция hr>@(h) det (Ad, ,„(h)— 1) — центральная 
функция на H, ограничение которой на Т имеет вид tt @ (ft) 86 (t) 6, (t)7'. 
Теперь следствие вытекает из следствия 2, примененного к группам Gu H. 


Замечания. 1) Если в следствии 3 положить ф= À, то получим формулу 


| det (Ad, (4) — 1) dh = (G)/w (H) (8) 
H : 


и, в частности, 


| 5¢ (9) dt=w (0). (9) 
T 


2) Пусть у — мера на факторпространстве T/W, определяемая фор- 
мулой 


| +04“ (= sal ф(л (0) 8g ( dt, 


_ T/W 


где через л обозначается каноническая проекция T на T/W. Из следствия 
2 вытекает, что гомеоморфизм 1/W—+ G/Int(G) ($ 2, n°5, следствие 
| предложения 5) переводит меру v в образ меры dg при канонической 
проекции G — G/Int(G). 

3) Предположим, что группа С односвязна. Пусть А — альков в # 
и 4х — мера Хаара на +, такая, что \ dx =1. Тогда мера у является также 

A 
образом при гомеоморфизме А — T/W ($ 5, n° 2, следствие | предложе- 
4 sin” ла (x) dx на А. 

aeR, =. T) 


j 
ния 2) меры wo) 
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Пример. Возьмем в качестве С группу SU (2, С), а в качестве Т — 
подгруппу диагональных матриц ($ 3, n° 6); отождествим t с В при помо- 
щи выбора базиса {iH} в t (там же). Положим A —=]0, л(; это альков в t. 
Отрезок А =(0, x) отождествляется с пространством классов сопряжен- 
ных элементов в группе Ли С, причем элемент 0 из А соответствует классу 


id 
0 
элементов, сопряженных элементу ( = "= Пусть 49 — мера Лебега 
2 
(0, x); из предыдущих рассуждений получаем, что мера на А, образ меры 


2 
Xaapa на группе Ли С, совпадает с = sin? 0 40. 


3. Интегрирование в алгебрах Ли 


ПрРЕдложеЕнНИЕ 2. Пусть Н — (вещественная) группа Ли размерности 
m uh — ее алгебра Ли. Пусть © н — правоинвариантная дифференциаль- 
ная форма степени т на Н, и пусть @,— дифференциальная форма степени 


т на D, инвариантная относительно сдвигов и совпадающая в начале 
координат с wy(e). Тогда | 


где A, — функция на В, инвариантная относительно действия Ad (Н) 
и такая, что | 
1 z 
A, (x)==det{ ) — — (adx)P\ для xeb. 
ь (*) (2, и (ad x) ) b 


Пусть x, X1, ..., Xm — элементы из b. Имеем 
(ехр* юн) „(ха ..., Хи) (or (exp x)) (T (exp) (X), ..., Т „(ехр) (x,)). 


Обозначим через W(x): b— bh левый дифференциал экспоненциального 
отображения в точке x (гл. III, $ 3, n° 17, определение 8); согласно опре- 
делению, 


T,(exp) (y) (exp x) = (x)y для любого yeah. 

_ Ввиду того что форма ©} левоинвариантна, получаем 

_ (юн(ехр х)) (Т, (XP) (x), ..., T,(exp)(x,) = ® н (е) W (х).х 1, ..., 65 (х).х „) = 
= (det & (x)) wy (хь, ..., Хи), 


и, следовательно, ехр* ®н= Of ДЛЯ 


exp ad х— 1 


№ (x) = det (х) = det =e 


(гл. ПГ, $ 6, n° 4, предложение 12). 
Пусть hEH; поскольку Ad h — автоморфизм алгебры Ли b, 
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ad ((Ad h)(x)) = Ad hoAd xo(Ad Ah)", 


откуда A, ((Ad A) (х)) = №, (x). Таким образом, функция A, инвариантна 
относительно Ad (H), чем завершается доказательство предложения. 


Замечание. Рассмотрим функцию À,, ассоциированную с компактной 
группой Ли С. В силу теоремы | из $ 2, п° 1, для вычисления A, достаточ- 
но знать ее значения на +. Однако для любого хе эндоморфизм ad x 
алгебры Ли в полупрост и допускает в качестве собственных значений 
0 (с кратностью г) и 6 (а) (x) для любого a= К (С,Т) (с кратностью 1). 
Отсюда сразу получаем формулу 


21  8,(x) 


7 1 aan ne 


aeR(G,T) 


где 6, (=6о(ехр x) и л,(х)= || 8 (a) (x) =det ad,» (x). 
ае А (С, Т) 

Пусть ®с/т — инвариантная дифференциальная форма Ha G/T сте- 
пени пл —ги ©, — дифференциальная форма степени г на +, инвариантная 
относительно сдвигов. В обозначениях n° | пусть @G/r = Mt — единственная 
дифференциальная форма @, степени п на g, инвариантная относительно 
сдвигов и такая, что ®, (0) = с/т (г) &, (0). 

Наконец, обозначим через: (С/Т)Ж + > в морфизм, полученный фак- 
торизацией из отображения (5, x)» (Ad в) (x) из GXt B g. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть @,, Ot, ®с/т — инвариантные дид- 
ференциальные формы соответственно на 9, t, G/T степени п, г, п 
— г. Если Wg=OG/T OM, TO é 


p* ®,— © 6/T/\T Wp 


где л, — функция на t, определяемая формулой п, (x)= I] 6 (a) (x). 
aR (G, Т) 


Обозначим через WG (соотв. ®т) инвариантную дифференциальную 
форму максимальной размерности на С (соотв. T), совпадающую в начале 
координат с @, (соотв. @,). Рассмотрим коммутативную диаграмму 


(G/T)Xt> g 
| (id, exp 7) | exp, 
(G/T)XT>G 
| 


Принимая во внимание предложение | 43 n° 2 и соотношение EXPF 07 = ®,, 
получаем равенство 


p* хр с = ст 5,0. 
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* * a: alae * | 
Согласно предложению 2, p* ехр* ® с =(ф*^.) p*o,. Поскольку функция 
À, инвариантна относительно Ad (С), имеем 


2 5, (x) ь 
(FA) (2, x) =A, (х)=— D an geG/T, xet. 
9 


Отсюда следует, что формы p* ®с (5, x) и © G/T (gZ)Ax, (x) w, (x) совпада- 
ют в тех точках, где функция 6, (x) не равна нулю, т. €. совпадают на откры- 
том плотном подмножестве (G/T)Xt,. Следовательно, формы p*o, (5, x) 
и G/T (g) A a, (x) @,(x) совпадают всюду. Предложение доказано. 


Выберем инвариантные дифференциальные формы максимальной сте- 
пени @; Ha С и ог на Г, такие, что | с |= dg и |er|=dt. Обозначим через 
@, (соотв. @,) инвариантную относительно сдвигов дифференциальную 
форму на g (соотв. t), совпадающую с ®с(е) (соотв. с юг (е)) в начале 
координат, а через dz (соотв. dx) — меру Xaapa |w,| (соотв. |w,)). Рассуж- 
дая mutatis mutandis, как в n° 2, получаем следующее предложение: 


ПрРЕдложеЕНИЕ 4. Мера dz на g есть образ меры dg ® a, dx при 


1 
w (С) 
собственном отображении (8, х) > (Ad 5) (x) из СЖЕв g. 

Мы предоставляем читателю самому сформулировать и доказать ана- 
логи следствий с | по Зи замечаний с | по 3 из n° 2. Например, пусть ф — 
интегрируемая функция на g (со значениями в некотором банаховом про- 
странстве или в №), тогда 


RI er (| 9 (Ad g) (x) 44) n(x) dx, (12) 


8 


и, в частности, если ф инвариантна относительно Ad (С), то 


ф (2) der p (x) a, (x) ах. | (13) 


4. Интегрирование сечений векторного расслоения 


В этом и следующем пунктах через Х обозначается вещественное 
многообразие класса С’ (1 <г=< со) локально конечной размерности. 

Пусть У — многообразие класса С’. Если r< осо, рассмотрим отобра- 
жение [b> j’ (из &'(X; У) в € (X; J’ (X, Y)) (Mn., Св. pes., 12.3.7). Прооб- 
раз относительно этого отображения топологии компактной сходимости на 
E (X, I (X, Y)) называется топологией компактной С’-сходимости на 
&' (X; У); это есть верхняя грань топологий равномерной С”-сходимости на 
К (Mn., Ce. Pr 12.3.10), когда К пробегает все компактные подмножест- 
ва в Хх. - 

Если r = со, то топологией компактной C™-cxodumocTu на & © (Х; У) 
называется верхняя грань топологий. компактной С*-сходимости, или, 
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другими словами, самая слабая из топологий, в которых мепрерывны 
канонические вложения FT (Х; У) > @* (X; У) для O<k<o. 

Пусть Е — вещественное векторное расслоение класса С’ с базой X, 
и пусть 57’ (X, Е) — векторное пространство сечений класса С’ расслоения 
Е. В этом пункте будем считать, что пространство $” (X; Е) наделено 
топологией, индуцированной топологией компактной С’-сходимости на 
@'(X; Е), вновь называемой топологией компактной С”-сходимости. Эта 
топология превращает $” (Х; Е) в полное отделимое локально выпуклое 
топологическое векторное пространство (см. Mn., Св. рез., 
15.3.1 и Th. spec.). 

Пусть À — группа JIu um: HX X — X — закон левого действия клас- 
са С’; положим hx = т (h, x) для hEH, хеЕХ. Пусть Е — векторное Н-рас- 
 слоение с базой X класса C’ (ra. Ш, $ 1, n° 8, определение 4). Для se 
= 5”' (Х; Е) ийеЕН обозначим через “s сечение хн>й.5 (h—' x) расслоения 
Е; отображение (h, 5) н> "5 задает закон действия группы H на пространст- 
ве 7"(X; Е). 


Jlemma4. Закон действия НХ S' (Х; Е) > 7'(X; Е) непрерывен. 


Принимая во внимание определение топологии в SH’ (X, Е) и теоре- 
му 3 из Общ. Ton., 1975, гл. Х, $ 3, n° 4, достаточно доказать, что для лю- 
бого целого числа Ё < г отображение f: НЖХХ SH* (Х; Е) > J" (X; Е), та- 
кое, что f (A, x, s)=jk ("s), непрерывно. Для h@H обозначим через ти (со- 
отв. 09») автоморфизм x — Ax многообразия Х (соотв. расслоения E). 
Определим отображения 


fi: HxXX> J* (X, X), fet HXE — J* (Е.Е), 
g: HXXX 57" (Х; Е) > J* (X, Е) 


по формулам fi (A, = jz (ta), fe (В, v)=j% (On), g (A, x, $) = jix (5). Тогда 
f(h,x,s)=fr(h,s(h"',x))og(h”',x,s)oe fı(h”',x) 


и, стало быть, ввиду `Мн., Св. рез., 12.3.6, достаточно доказать непрерыв- 
ность отображений fi, fa и BZ. 
Но & есть композиция ee 


XXE (X; IX, Eh > FX: B), 


где = (х, и) =и (x). Ввиду непрерывности отображения = (Общ. топ., 1975, 
гл. X, $ 3, n° 4, следствие 1) 5 непрерывно. | 
Пусть (ho, хо) = H X X; докажем, что отображение [ı непрерывно в точ- 
ке (ho, хо). Существуют карты (0, т, F) и (У, x, F’) на X и открытое подмно- 
жество © в H, такие, что x9 EU, he 4 m(QXKU)CV. Используя выра- 
жения для J* (X, X) в этих картах, приходим к доказательству для | LL 
< непрерывности в точке (ho, хо) отображения (4, x)t> Ax (th) из ®Х 
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XU BP, (F; Е’), где A! (x) =z О' т, (х).9 ain ue F (Mn. Св. рез., 12.2). 


Но D’ т» (x) есть не что иное, как [/-я частная производная по x от т (A, x), 
непрерывная по предположению; следовательно, и отображение |, непре- 
рывно. Аналогично доказывается непрерывность fo, что завершает доказа- 
тельство леммы. 


IlpEnnoxEHne 5. Предположим, что группа Н компактна, и пусть 
dh — мера Хаара на Н с полной массой 1. Пусть s — сечение расслоения 
Е класса C'. Для хеХ обозначим через $* векторный интеграл \ ls dh. 


Тогда $ * есть сечение расслоения Е класса С', инвариантное относительно 


Н; для любого x=X имеем s+(x)—| hs (h—' x) dhEE,. Эндоморфизм 
H 


st> $ * пространства #' (X; Е) есть проектор на подпространство Н-инва- 
риантных сечений. | 

Рассмотрим отображение йн> "$ из Н в 7’ (X; Е); согласно лемме 
4, оно непрерывно. Поскольку пространство $” (X; Е) полно и отделимо, 
интеграл 2 "s dh принадлежит Z'(X;E) (Интегр., гл. Ш, $ 3, n° 3, 


следствие 2). Так как линейное отображение st>s(x) из SF’ (Х; Е) в Е, 


непрерывно, то $ * (x) =| "s (x) dh для любого x = X. Очевидно, что s* un- 
H 
вариантно относительно H. Если $ есть Н-инвариантное сечение, то $ * = 5, 


откуда следует последнее утверждение предложения. 


Следствие 1. Пусть Е — банахово пространство, р: Н-— GL(F) — 
линейное аналитическое представление и | =«%’(Х; Е). Для хеХ положим 


[+ (=| pf (A-' x) da. 
H 


Тогда |* есть морфизм класса С" из X в Е, перестановочный с действием 
группы Н. Для любого x =X 


d,f*=\ (e(hed,-ı,FeT,(,-)dh=2(T,(X); Е), (14) 
H 


где через Tr обозначается автоморфизм X ++ hx многообразия X. 


Первое утверждение вытекает из предложения 5, примененного 
к расслоению ХХ F, на котором действие группы определяется по правилу 
(h; (x, [)) > (hx, р (h).f). Второе утверждение следует из предложения 2 из 
Интегр., гл. Ш, n° 2, если к векторному интегралу |” применить гомо- 
морфизм d,: @' (X, F) > Z (Т, (Х); Е), непрерывный по определению топо- 
логии компактной С’-сходимости. 


Следствие 2. Пусть Е — банахово пространство и fe’ (X; Е); 
положим 
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F* (x) = f (nx) ah 
H 


для xeX. Тогда функция [* принадлежит классу C' и для xeX, he 
==Н справедливо равенство f* (hx) =f* (x). 


СледствиЕ 3. Пусть Е — банахово пространство, р — целое число 
> 0 и "ОР (X, Е) — пространство дифференциальных форм на X степени 
р со значениями в Е, принадлежащих классу C* (2<k+1<r). Для ve 


="“Q? (X; F) положим o* =| tk wdh. Тогда отображение wt>w* есть 
H 


проектор в *Q? (X; F), образ которого является подпространством Н-инва- 
риантных форм. Для любой формы © ="*Q? (X, Е) справедливо равенство 
4 (w *)=(dw) *. 


Первое утверждение вытекает из предложения 5, ‚применениото 
К векторному Н-расслоению Alt? (FT (Х); д) (гл. ИГ, $ Е n” 8, примеры). 
Для доказательства второго утверждения достаточно, учитывая предло- 
жение 2 из Интегр., гл. Ill, $ 3, n° 2, проверить, что отображение d: 
OP (X; F) > &!getl x: Е) непрерывно при условии, что первое (со- 
отв. второе) пространство наделено топологией компактной С*-сходимости 
(соотв. С*` '-сходимости). А это легко следует из определения этих топо- 
логий при помощи полунорм (Th. spec.) и из того, что 4 есть дифференци- 
альный оператор порядка <1 (Mn., Св. рез., 14.4.2). 


5. Инвариантные дифференциальные формы — 


Пусть Х — вещественное многообразие класса С” локально ко- 
нечной размерности, и пусть (5, X)-> £X — закон левого действия класса 
С” связной компактной группы Ли С на X. Для ge С обозначим через т, 
автоморфизм X+-+ gx многообразия X. Пусть Q (X) — алгебра веществен- 
ных дифференциальных форм класса С” на X (Mn., Ce. рез., 8.3.1). 

_ Для любого элемента & из в обозначим через D: соответствующее ему 
векторное поле на À (гл. III, § 3, n° 5), а через 0 (&), i (§) соответствующие 
операторы на © (X), так что справедливы следующие формулы (Мн., 
Св. рез., 8.4.5 и 8.4.7): 


9 (Е) o=d (((&) ®) 1 (5) do, (15) 
— (tp 20) тре (8 (8) ©). (16) 


Дифференциальная форма © = (X) инвариантна, если Tf © =® для лю- 
бого gE G; согласно формуле (16), это также означает, что 0 (Е) © =0 для 
любого Ёед. Обозначим через Q(X)° Е инвариантных 
дифференциальных форм на X. Если ое (X), ro dw EQ (X), и, стало 
быть, © (X)° есть подкомплекс комплекса (Q(X), а). 
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ТЕОРЕМА 2. Каноническое вложение 1: © (Х)° > Q(X) есть eomo- 
топизм комплексов (Alg., chap. X, р. 33, def. 5); отображение wt> 


nt =| то 45 есть с точностью OO гомотопии обратный к нему гомото- 
G 


пизм. В частности, отображение H (1): H (Q (X)N)>H (Q (X)) биективно. 


Согласно следствию 3 из n°4, отображение oro является 


морфизмом комплексов из Q(X) в © (X)°, индуцирующим тождественное 
отображение Ha подкомплексе Q (X)°; таким образом, для доказательства 
теоремы достаточно построить такой градуированный гомоморфизм Ss: 
Q (Х) > Q(X) степени — 1, что 


®* — ® = (45 + 5°4) (®) для любого ER (X). (17) 


Согласно лемме | из Интегр., гл. IX, $ 2, n° 4, и замечания 1 из $ 2, 
n° 2, существует такая положительная мера dE на g с компактным HOCHTE- © 
лем, что ее образ при экспоненциальном отображении равен dg. Для oS 
= Q(X) положим a 

| 


5 (o)={ |1 tg (©) o).d | dt 


и покажем, что формула (17) выполняется. Аналогично тому, как это было 
сделано в доказательстве следствия | (n° 4), проверим формулу 


1 
ds (в) = | арк dE) о dt. 
0 


Тогда из формул (15) и (16) получим равенства 
1 


ds (w)+s (do) = три (d (i () ©) +2.) доу 


0 8 


: * 
= | тра (9 €) un) ès 
0 


res 
1 | = Cap в о) a dé = 


0 


« 


=| CR [83 @ — ©) d=o"—o, 


3 
‘что завершает доказательство теоремы 2. 


Применим эту теорему в случае Х = С для действия группы Ли С левы- 
‚ми сдвигами. Напомним (ra. III, $ 3, n° 13, предложение 50), что, ставя 
в соответствие дифференциальной форме на С ее значение в единице, 
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получаем изоморфизм пространства ® (G)° на градуированную алгебру 
АЕ (8) знакопеременных полилинейных форм на д. Отождествим 
Q (G)° c Alt (g) при помощи этого изоморфизма. Тогда оператор 4 задает- 
ся формулой (гл. III, § 3, n° 14, предложение 51) 


do (a), ...;: а, )= 
= у (— 1)! @ (а, Ob Oy <n) Op Aig ps Oj Ayn ys Oped) 
i<j 
для @ из Alt? (4) и ay, ..., Ap41 из 9. 


Для Е =g обозначим через LE соответствующее ему левоинвариантное 
векторное поле (определяемое при помощи действия группы С на себе 
правыми сдвигами, CM. гл. ПТ, $ 3, n° 6). Операторы 0 (Le), i (Le) коммутиру- 
ют с действием группы С на Q (С) при помощи левых сдвигов и, стало быть, 
_ индуцируют операторы @ (Е), i (Е) в подпространстве © (G)°, которые ввиду 
° отождествления © (G)° с АК (6) действуют по формулам (Мн., Св. pes. 
8.3.2. и 8.4.2) 


вю) (а, а) = —) @ (@,, ....@;_ 1, 6, ak a,,,, …, a), 
(i (E) @) (A), ...а,_)==® (8,4, .-.,Q,_ı) 


для w из Alt (4) и aı,..., ар из 9. 

Подкомплекс °Q (G)° биинвариантных (гл. Ш, $ 3, n° 13) форм ото- 
ждествляется с подкомплексом Alt (g)° знакопеременных полилинейных 
форм на д, инвариантных относительно присоединенного представления 
(т.е. таких, что 0 (&) © =0 для любого & ед). Тогда имеем коммутативную 
диаграмму комплексов 


9 (6)°— a (G)° + Q (6) - (18) 
АК (g)° — АК (в) 


где горизонтальные стрелки обозначают канонические вложения, а верти- 
кальные стрелки — изоморфизмы, индуцированные отображением 
© ++ @ (2). 


СЛЕдствИЕ |. а) В диаграмме (18) все морфизмы являются гомото- 
пизмами. 

6) Пусть «ЕАК (g). Для того чтобы © принадлежала Alt (8°, необхо- 
димо и достаточно, чтобы dw=0 ud (i (5) в) =0 для любого eg. Дифде- 
ренциал комплекса Alt (9)° равен нулю. 

Br Градуированное векторное пространство Н (® (С)) Нора 


Alt (6) 5. 
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:: Из теоремы 2, примененной к действию группы С на С левыми сдвигами 
(соотв. к действию ((g, h); x)» gxh—' группы СХ С на С), вытекает, что 
каноническое вложение © (С)° + Q(G) (соотв. *Q (G)° > Q(G)) есть го- 
мотопизм. Отсюда, ‚принимая во внимание Alg., chap. X, р. 34, cor., полу- 
чаем а). 

Докажем 6). Согласно предложению 51 из гл. Ш, $ 3, n° 14, имеем 
4а = — аа, т. е. da=0, для любой одновременно левоинвариантной и пра- 
воинвариантной дифференциальной формы a на С. Если «ЕАК (g)°, то 
dw=0 и, следовательно, d (i (Е) ®) =9 (Е) © —1 (Е) do —=0. Обратно, если 
dw=0 u а(1 (Е) о) =0, то 0 (&)®=0. 

Утверждение в) следует из а) и 6). 


Замечание. Рассмотрим подкомплексы Z (Q(G)) и B(Q(G) в © (С) 
(Alg., chap. X, р. 25). Из формулы, задающей дифференциал произведе- 
ния двух форм (M#., Св. pes., 8.3.5.), следует, что Z (© (G)) — подалгебра 
в О (С), a B(Q(G)) — идеал в Z (Q (С)); стало быть, внешнее произведение 
индуцирует на Н (© (С)) структуру градуированной алгебры. Тогда из 
сказанного выше получаем изоморфизм градуированных алгебр 
H (© (G)) > Alt (g)°. 


Пусть À — замкнутая подгруппа в G; применим теорему 2 к X= 
= G/H. Согласно следствию | предложения 17 из гл. Ш,$ 1, п° 8, Ц-инва- 
риантные дифференциальные формы Ha С/Н отождествляются c Н-инва- 
риантными элементами в АК (Т.(С/Н)), или, что то же самое, c Н-инвари- 
антными элементами в АК (9), которые пиру операторами i (&) 
для любого GEL (HM). Отсюда получаем 


Следствие 2. Пусть H — замкнутая подгруппа в С. 

а) Каноническое вложение Q (G/H)° > Q (G/H) есть гомотопизм. 

6) Комплекс Q(G/H)° отождествляется с подкомплексом в Alt (9), 
состоящим из элементов ® из Alt (8), инвариантных относительно присое- 
диненного представления группы Н и таких, что i (ЕЁ) © =0 для любого ЕЁ <= 
= (Н). Если, кроме того, группа Н связна, то этот подкомплекс состоит из 
таких форм wEAlt (3), что 8 (ЕЁ) «=0ит (Е) o=0 для любого EEL (H). 


$ 7. Неприводимые представления связных компактных 
групп Jin!) 


НИИ $ 6 сохраняются. Представлением группы Ли С на- 
зывается любой непрерывный (следовательно, аналитический) гомомор- 
физм группы Ли G в группу Ли С. (У), где У — комплексное векторное 
пространство конечной размерности. Любое представление группы Ли 
С nonynpoéro ($ 1, п°1). 

Выберем камеру С et ($ 5, n°2) и положим Г (Т) 4+ =СПГ (T). 

1) В этом и следующих параграфах ссылка Th. spec. означает посвященную 


линейным представлениям компактных групп главу французского издания книги 
«Théories Spectrales», которая готовится к печати. 
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1. Доминантные веса 


Обозначим через À} множество элементов А из X(T), таких, что 
(x)>0 для любого хеГ(Г)++, т. ©. таких, что линейная 
форма 6 (Л): te > С отображает камеру С пространства t в Ж+. 

Наделим X (7) структурой упорядоченной группы, ‘для которой поло- 
жительными элементами являются элементы из Х+. Положим Ry = 
=R(G,T)NX+ иЮ- = —К.. Элементы из Ry называются положитель- 
ными корнями, а элементы из R_ — отрицательными корнями. Любой 
корень является либо положительным, либо отрицательным (гл. УТ, $ 1, 
n° 6, теорема 3). Положительный корень, который не является суммой 
двух положительных корней, называется простым. Любой положительный 
корень является суммой простых корней (там же). Простые корни образу- 
ют базис подгрупны в Х (Т), порожденной корнями. Эта подгруппа отожде- 
ствляется с Х (Т/С (С)) ($ 4, n° 4). Отражения относительно простых 
корней порождают группу Вейля И = У с(Т) (гл. УГ, $ 1, n° 5, теорема 2). 


ЛЕммА 1. Пусть À — элемент из X(T). Следующие условия эквива- 
лентны: 

(i) ^Л— м (A) >0 (соотв. >0) для любого we W, такого, что wl; 

(ii) для любого w & М, такого, что w = 1, À — w (À) есть линейная комби- 
нация простых корней с неотрицательными (соотв. неотрицательными, не 
равными одновременно нулю) коэффициентами; 

(iii) (A, Ka) >0 (соотв. >0) для любого положительного корня &; 

(iv) (A, Ka) 20 (соотв. >0) для любого простого корня a. 


Эквивалентность (iii) и (iv) очевидна. Поскольку множество всех Ku 
отождествляется с дуальной к К (С, T) системой корней ($ 4, n° 5), то 
эквивалентность утверждений (i) и (iii) вытекает из предложения 18 и след- 
ствия из гл. VI, $ 1, n°6. Импликация (ii) = (i) тривиальна, а обратная 
импликация также вытекает из гл. VI, $ 1, n° 6. 

Обозначим через X44 множество элементов из Х (Т), таких, что 
(A, Ka) SO для любого положительного корня &. Элементы из À + + назы- 
ваются доминантными. Они образуют фундаментальную область для 
W 8 X(T) (гл. VI, $ 1, n° 10). Имеем X+ + CX1. 

Если группа С односвязна, то для каждого простого корня @ суще- 
ствует элемент ©, из X (7), такой, что (Ws, Ka) = das для любого простого 
корня В, т.е. Sa (a) =. — а, Sp (Da) =. для любого простого корня BF a. 
Элементы ©. называются фундаментальными доминантными весами. Они 
образуют базис коммутативной группы Х (Т) и коммутативного моноида 
Х++; другими словами, любой элемент À из Х (Т) записывается в виде 
л=) (AK) D 


a 


Обозначим через р такой элемент из Х(Т)® 9, что 2p = у ©. 
aR, 
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— 


Тогда (p, Ka) = 1 для любого простого корня @ (гл. УТ, $ 1, п° 10, предло- 
жение 29). Если группа Ли С односвязна, то р есть сумма фундаменталь- 
ных доминантных весов. 


2. Старший вес неприводимого представления 


С любым представлением т: С — СЁ (У) ассоциируется гомомор- 
физм L(t).c, С-алгебры Ли дс в пространство End (У), продолжающий 
линейное представление L(t) алгебры Ли g в вещественном векторном 
пространстве, лежащем ниже У (гл. III, § 3, n° 11). Согласно предложе- 
нию 7 из $ 4, n° 3, отображение 6 из X (Т) в Home (tc, С) = биективно 
отображает множество весов представления т относительно T на множест- 
во весов представления L(t) относительно подалгебры Картана tc 


B Qc: 


ЛЕеммА 2. Пусть ф — линейное представление комплексной алгеб- 
ры Ли вс в комплексном векторном пространстве У конечной размерности. 
Для существования представления т группы Ли G в пространстве V, тако- 
го, что [. (т) =, необходимо и достаточно, чтобы ф было полупросто, 
а веса модуля У относительно подалгебры Картана {с принадлежали 


6 (X (7). 


Если существует представление т группы Ли С, такое, что L (t)o= 
= @, то представление @ полупросто, так как С связна, представление т 
полупросто (гл. III, $ 6, n° 5, следствие 2 предложения 13), а веса модуля 
У относительно tc принадлежат образу отображения 6. Таким образом, 
необходимость доказана; докажем достаточность. Если ф полупросто, 
У есть прямая сумма пространств У, (tc), где u пробегает множество весов 
модуля У относительно te (гл. УП, $ 2, n° 4, следствие 3 теоремы 2). Если 
все веса принадлежат образу отображения 0, то существует такое пред- 
ставление тг тора T в пространстве У, что L (tr)c—qpltc: действительно, 


достаточно положить тг (В = о для {ЕТиоЕЙУ, a (Ес). Таким образом, 
лемма следует из предложения 8 из $ 2, n° 6. 


ТЕОРЕМА 1. а) Пусть т: С — СЁ (У) — неприводимое представле- 
ние группы Ли G. Тогда множество весов представления т (относительно 
Г) имеет максимальный элемент À — старший вес, который является доми- 
нантным весом, и пространство У, (Т) одномерно. 

6) Для того чтобы два неприводимых представления группы Ли С бы- 
ли эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы их старшие веса были 
равны. 

в) Для любого доминантного элемента À из X (Т) существует неприво- 
димое представление группы Ли G со старшим весом À. 


Согласно лемме 2, классы эквивалентности неприводимых пред- 
ставлений группы Ли С биективно соответствуют классам неприводимых 
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конечномерных представлений алгебры JIH g со старшими весами, pe, 
лежащими Ô (X (7)). 

Обозначим через дс центр, а через Dgc — производную алгебру 
алгебры Ли вс, так что 9с= SGcO вс. Для любой линейной формы p Ha 
{сП дс обозначим через E (u) простой в ‹-модуль, введенный в гл. VIII, 
$ 6, n° 3. Для любой линейной формы v на дс через С (v) обозначим 
ассоциированный %дс-модуль размерности | над С. Тогда вс-модули 
С (v)@E (u) просты, и, согласно следствию 2 теоремы | из гл. VIII, $ 7, 
n° 2, и Alg., chap. VIII, $ 11, n° 1, th. 1, любой простой конечномерный 
9c-MOAYJIB изоморфен 3с-модулю вида С (v)@E (u); кроме того (там же), 
модуль С (v)@ Е (1) имеет конечную размерность тогда и только тогда, 
когда числа u (Н.) целые и положительные для любого простого корня a. 
Если через v-+p обозначить линейную форму Ha te, которая индуцирует 
форму v на € 96 4 форму u Ha te 29. то (v+u) (Ha) =p (Но); кроме того, 
веса модуля С (у) ®Е (u) имеют вид v+ À, где À пробегает веса модуля 
Е (u), т.е. имеют виду + и— 0, где 9 еб (Х-.) (гл. VIII, $ 6, n° 2, лемма 2). 

Отсюда заключаем, что д-модуль С (v)@ Е (в) имеет конечную размер- 
ность тогда и только тогда, когда числа (v + u) (H.) целые и неотрицатель- 
ные для любого простого корня &, а его веса принадлежат 6 (Х (Т)) тогда 
и только тогда, когда V+u принадлежит 6 (X (Т)). Объединение этих двух 
условий означает, что v+ u принадлежит 6 (Х+ +); в этом случае V-+ p — 
старший вес модуля С (у)® Е (и). Тем самым для любого доминантного 
элемента À из Х (Т) построено неприводимое представление группы Ли С co 
старшим весом À, а также получены, с точностью до эквивалентности, все 
неприводимые представления этой группы Ли. Tak как векторы веса v-+ u 
из C(v)® E(u) образуют подпространство размерности |, то теорема 
доказана. 


Следствие. Группа Ли С имеет точное линейное представление 
(конечной размерности). 


Сначала заметим, что любой элемент из X(T) равен разности двух 
доминантных элементов: более точно, пусть @ — такой элемент из Х+ +, 
что ( ©, К.) >0 для любого простого корня a; для любого AEX (7) cy- 
ществует такое целое положительное число п, что (A+ "5, К.) >20 для 
любого простого корня a, т. е. (n° 1, лемма 1) A+nO + Х+ +. 

Отсюда следует, что существует конечное семейство (A,);e ; элементов 
из Х + +, порождающее #-модуль X (Т). Для ie [ обозначим через т; непри- 
водимое представление группы С со старшим весом А; (теорема 1). Пусть 
т — прямая сумма представлений тг. По построению множество Р (т, Г) 
весов представления т (относительно 7) порождает 7-модуль X (Т). Тогда 
из предложения 6 из $ 4, n° 3, вытекает, что гомоморфизм т инъективен, 
и следствие доказано. ne 


Замечания. 1) Пусть п+ — подалгебра в дс, являющаяся суммой 9° 
для © > 0. Пустьт: С — СЕ (У) — неприводимое представление со стар- 


2. $ 7. НЕПРИВОДИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП ЛИ 83 


шим весом ЛЕХ +, ат’: вс — gl (У) — представление, полученное из т. 
Тогда У, (Т) — подпространство, состоящее из тех векторов vEV, для 
которых т’ (x) v=0 для любого хеЕп+. 

В самом деле, это следует из соответствующего утверждения для 
дс-модулей С (у) © Е (и) (гл. VIII, § 6, n° 2, предложение 3). 

2) Пусть 9 (С) — алгебра непрерывных представляющих функций на 
С со значениями в С (Alg., chap. VIII). Пусть группа Ли С действует на 
9 (С) левыми и правыми сдвигами. Для каждого À € À + + обозначим через 
(V;, T1) неприводимое представление группы G со старшим весом À (теоре- 
ма 1), а через (У T,) — контрагредиентное представление (гл. III, $ 3, 
n° 11). Тогда, согласно Th. spec., представление группы Ли СХ С в про- 
странстве © (С) изоморфно прямой сумме представлений (У), © УХ 11 @ Ta), 
где À пробегает X+ +. Из замечания | получаем следующее утверждение. 
Пусть EX }+,u пусть E, — подпространство в 9 (С); состоящее из таких 
непрерывных представляющих функций | на С, что | (gt) =A(t)' f(g) для 
любого ge G и любого tET, а fxx =0 для любого xen- = @ g°. Тогда 

a <0 
пространство Е, устойчиво относительно левых сдвигов, представление 
группы С в E, при помощи левых сдвигов неприводимо и имеет старший 
вес À. 

3) Пусть т: G — GL (У) — неприводимое представление. Существует 
такой элемент v 43 X (С (G)), что т ($) и=у (5) о для $ ЕС (0), ve V: дей- 
ствительно, т (С (G)) содержится в коммутанте т (С), который равен C*.1, 
(Alg., chap. VIII, § 3, n° 2, th. 1). Для любого веса À представления т огра-. 
ничение A, на С (С) совпадает с т. 

4) Определения и результаты из гл. VIII, $ 7, nn? 2—5, без труда 
обобщаются на данный случай; мы предоставляем сделать это читателю. 


ПрЕдложеЕНИЕ |. Пусть т: С — СЁ (У) — неприводимое представ- 

ление группы Ли G со старшим весом = X++. Пусть т — целое число 

(A, K,), и пусть wo — такой элемент группы Вейля, что шо (R+)= 

ER, 

=R_ (гл. VI,§ 1,n° 6, следствие 3 предложения 17). Имеет место один из 
трех случаев: 

а) шо (^) = — À и число т четно. Тогда существует инвариантная отно- 
сительно G невырожденная симметрическая билинейная форма на У; т — 
представление вещественного типа (дополнение П). 

6) wo (A) — À. Любая инвариантная относительно С билинейная 
форма на У равна нулю; т — представление комплексного типа (там же). 

в) wo (^) = — À и число m нечетно. Существует инвариантная относи- 
тельно @ невырожденная знакопеременная билинейная форма на У; т — 
представление кватернионного типа (там же). 

_ Если ограничение представления т на С (Сб) нетривиально, то имеет 
место случай 6). 

Билинейная форма В на У инвариантна относительно С тогда 

и только тогда, когда она инвариантна относительно вс (гл. ПТ, $ 6, n° 5, 
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‘следствие 3). Если группа Ли С полупроста, TO доказываемое предложе- 
ние следует из предложения 12 из гл. VIII, § 7, п°5, и из предложения 
3 дополнения II. 

_ В общем случае положим С (Gh=S и отождествим X (T/S)c подгруп- 
пой в X (7) (инвариантной относительно М). Еслит ($) = {1 и, то т индуци- 
рует при переходе к факторпредставлению представление т’: G/S—+ 
— СЕ (У) со старшим весом À; в этом случае предложение следует из 
вышесказанного, примененного к G/S. 

Предположим, что т ($) {1 у}. Тогда существует ненулевой элемент V 
из X ($5), такой, что т (5) =\ (s), для любого sES (замечание 3). В этом 
случае у есть образ элемента À при гомоморфизме ограничения X (Т) > 
—Х ($5). Поскольку группа Й действует тривиально на X ($), равенство 
Wo (^) = — А влечет за собой у= —V, что невозможно; следовательно, 
wo (A) — À. С другой стороны, если В — билинейная форма на У, инвари- 
антная относительно С, то для x,y из Уи $ из 5$ 


В (у (5) x, у (5) y) =B (x, y)=v(s) В (x, y), 
откуда В =0, и предложение доказано. 


Пусть © „ (С) — множество классов неприводимых непрерывных пред- 
ставлений группы С в конечномерных вещественных векторных простран- 
ствах. Из предложения | и результатов дополнения 1 получаем биекцию 
Ф: Х++/> > 6, (С), где через Z обозначается подгруппа {1, — шо} 
в Aut(X (Т)). Более точно, пусть A=X}}, и пусть E, — представление 
группы Ли С со старшим весом À; тогда 


DA, — wo (^))=Е, в, если AA — шо (Л) или если у (A, K,) 22, 


а=К 


DA — wo (^)=Е, ecrni=—w, (à) u > (à, K,) €2Z, 


где Ei является В-структурой на Е), инвариантной относительно С. 


3. Кольцо В (С) 


Пусть R (С) — кольцо классов (непрерывных конечномерных комплекс- 
ных) представлений группы С (Alg., chap. УПТ, $ 10, п° 6). Еслит — пред- 
ставление группы Ли С, то через [1] будем обозначать его класс в R(G). 
Если т и t’ — два представления группы Ли С, To по определению 


[+] + [=] =[Фт], [t] [т] = (®т]. 


Поскольку любое представление этой группы Ли полупросто; Z-MOAyJIb 
К (С) свободен и допускает в качестве базиса множество классов неприво- 
димых представлений группы Ли G; это множество отождествляется при 
помощи теоремы | c Х+ +. Отображение tt L (т) с) индуцирует гомомор- 
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физм_ [ кольца R(G) в кольцо % (вс) представлений алгебры Ли вс 
(ra. VIII, $ 7, n° 6). 

Пустьт: С — GL (У) — представление группы Ли С. РАО гра- 
дуировку (У, (Т)), =х(т) векторного С-пространства У. Обозначим через 
Ch (У) или через Ch (т) характер градуированного векторного пространст- 
ва У (гл. VIII, $ 7, n° 7). Если через ("exe обозначить канонический 


базис кольца Z [X (T)] = ZN, то по определению 
св (®)=.) (ши, (Г) =. 
1e X(T) 


Тем самым определен (там же) гомоморфизм колец, также обозначае- 
мый через Ch, из А (С) в [X (T)]. Если группа Ли С полупроста, то имеет 
место коммутативная диаграмма 


R (G) Ch 


if 5 (1) 
Ad — 7) 


где через Р обозначается группа весов системы R (вс, с), а через 6 — 
гомоморфизм, полученный из 6. 

Группа Вейля W действует автоморфизмами в группе X (Т) и, следова- 
тельно, в кольце Z|X (Т)|. Согласно предложению 5 из $ 4, n° 3, образ 
гомоморфизма СН содержится в подкольце Z [X (T)]”, состоящем из эле- 
ментов, инвариантных относительно группы W. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Гомоморфизм Ch индуцирует изоморфизм кольца 
Ю (С) на Z[X (T)]”. 

Для ex}, обозначим через [A] класс в R (С) неприводимого пред- 
ставления со старшим весом À. Поскольку семейство ([A] hei,, образует 
базис Й-модуля К (С), достаточно доказать следующее Е ож 

Семейство (Ch [A] REX. образует базис Z-modyaa Z [X(T)] ” 


Для любого элемента py а,е^ из Z [X (T)] назовем максимальными 
i 


членами элемента и такие але^, что À — максимальный элемент множества 
тех EX (7), для которых a, 0. Из теоремы | вытекает, что ‚элемент 
Ch [A] обладает единственным максимальным членом, а именно е*. Теперь 
предложение вытекает из следующей леммы: 


JIEMMA 3. Для каждого AEX++ обозначим через Cy элемент из 
Z [X (T)] " имеющий единственный максимальный член e*. Тогда семейство 
(Carex, | образует базис в Z [Х(Т)]" 


Доказательство проводится так же, как доказательство предложения 
3 из гл. VI, $ 3, n° 4, с заменой A на Z, P на X(T) и РПС на X44. 

Пусть @ (С) (соотв. © (Т)) есть С-алгебра непрерывных представляю- 
щих функций на С (соотв. Г), и пусть ZO (С) (соотв. © (Т)") — подалгебра, 
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состоящая из центральных (соотв. инвариантных относительно М) функ- 
ций из 8 (С) (соотв. © (Т)). Отображение ограничения 8 (G)— O (7) инду- 
цирует гомоморфизм колецг: ZO (G)— 8 (Т)". С другой стороны, отобра- 
жение, которое представлению т ставит в соответствие его характер 
(т. е. функцию gt> Тгт(5)), продолжается до гомоморфизма С-алгебр 
Tr: C8,R(G)>Z® (С), который, согласно Th. spec., является изоморфиз- 
mom. Аналогично из канонического вложения X (Т) > 8 (Т) получаем изо- 
морфизм С-алгебр tu: С [X (T)] — 9 (T), который индуцирует изоморфизм 
u: © [X (Т)] "> &T)”. Диаграмма 


сени (2) 


Tr} : yı 
200 


коммутативна: действительно, для любого представления т: С — СЕ. (У) 
и любого {=T 


Тгт()= ) (dim V, (Г) ^@=ь (СВ о (6, 
Rex (7) 
т. € отт) [7] = Ch} [rt]. 
Теперь из предложения получаем следующий результат. 


Следствие. Отображение ограничения г: 29 (С) 8 (Т)" есть би- 
екция. 


4. Формула характеров 


В этом пункте группа Х (Т) считается мультипликативной, а ее эле- 
менты рассматриваются как комплекснозначные функции на Г. Предпола- 
гается, что элемент p из X (Т)® Q принадлежит X (T). 

Через L°(T) обозначим гильбертово пространство классов комплекс- 
ных функций, квадратично интегрируемых Ha 7, а через © (7) — подпро- 
странство, состоящее из непрерывных представляющих функций. Соглас- 
но Th. spec., X (Т) образует ортонормированный базис в L? (Т) и алгебраи- 
ческий базис в @ (Т). 

Для f= L? (T) u we М обозначим через “} элемент из L? (T), определяе- 
мый равенством “f (t)=/(w' (1). Тогда для AEX(T) имеем “A=w (A). 


Обозначим через &: W — {1, —1} сигнатуру (единственный гомоморфизм, 
такой, что 2 (5) = —1 для любого отражения $5). Для [© [7 (Т) положим 
(=)  e(w)*f. 

weW 


Если ^ЕХ+ +, то все характеры “(Ap) различны; в самом деле, достаточно 
доказать, что “(Ар)== Ар для любого w= 1. Однако это следует из леммы 
I (n° 1) и из соотношений (Ap, Ka) = (A, К.) + 1>>0 для любого положи- 
тельного корня a. В качестве следствия получаем 
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IN (Ap) | = Card (W)= w (G). 


_ Говорят, что элемент f = [7 (Т) антиинвариантен, если “|= (w) f для 
любого w = (т. е. если ‘f = —f для любого отражения $5). Покажем, что 


1 
о (@) ——_J — ортогональный проектор пространства [^(Т) на подпространство 
антиинвариантных элементов. Действительно, пусть f,  — элементы из 
[.? (Т), причем | антиинвариантен; тогда элемент J(f) антиинвариантен и 


(Р.Г = У ewer. P=) СР, = 


weW weW 


= + Cf’, f> =w (6) Cf, f- 


we W 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Элементы J(Ap)/Vw(G) , где NEX +, образуют орто- 
нормированный базис подпространства антиинвариантных элементов 
в [7 (Т) и алгебраический базис подпространства антиинвариантных эле- 
ментов в © (Т). 


Доказательство проводится так же, как доказательство предложения 
1 из гл. VI, $ 3, n°3. 
Согласно предложению 2 из гл. VI, $ 3, n° 3, 


ae LED: (3) 

a>0 
следовательно, , 
J (p) J (p)=[[ @-1). (4) 


Отсюда ввиду следствия 2 теоремы 1 ($ 6, n° 2) получаем такой pe- 
зультат: 


ЛЕммА4. Если фи ÿ — две центральные непрерывные функции на С, 
то имеет место формула 


9) de = 7 = | BOT.) (6) dt. 
G 


Для любого АеЕХ++ обозначим через у), характер неприводимого 
представления группы С со старшим весом À. 


ТЕОРЕМА 2 (Г. Вейль). Для любого AEX, + справедливо равенство 
J (p) x Т = (Ap). 


Функция J (p).xı|T антиинвариантна относительно W и является ли- 
нейной комбинацией с целыми коэффициентами элементов из Х (Т). Тогда, 
согласно предложению | из гл. VI, $ 3, n° 3, она записывается в виде 
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3 a, / (up), где u пробегает Х + + и где a, — целые числа, из которых лишь 
: | 
конечное число отлично от нуля. Поскольку \ lx, (@)l*dg=1 (Th. spec.), 
G 


из предложения 3 и леммы 4 получаем равенство )` («= 1, откуда полу- 
| в 

чаем, что все а, равны нулю, за исключением одного из них, равного | или 

—1. Но коэффициент при À в х»[Т равен | (теорема 1); следовательно, 

коэффициент при Ло B J (p).x1 (T) также равен | (гл. IR $ 3, п° 3, замечание 

2), откуда а» =1|, и теорема доказана. 


Следствие 1. В обозначениях n° 3 в кольце Z [X(T)] имеем 


( 2 er?) Ch [A] = >: e (w) e”*e”P для любого AEX, | 


we W we W 


Это следует из теоремы и из коммутативности диаграммы (2) (n° 3). 


СлЕДствиЕ 2. Для любого AGX44 и любого регулярного элемента 
Гиз T 


у e (w) À (wi) р (wi) 


N (5) 
ь У е(ш) p (wt) 


w 
где суммирование оба раза ведется по всем элементам w из У. 


Действительно, функция J (p)(f) ненулевая ввиду регулярности эле- 
мента { (формула (4)). 

Если ф — центральная функция на С, то ограничение ф Ha 7 инвари- 
антно относительно М, и, значит, / (р).ф|]Т антиинвариантно относи- 


тельно W. Кроме того, согласно. Th. spec. и теореме |, семейство Quhiex,, 


является алгебраическим базисом пространства центральных представля- 
ющих функций на С и ортонормированным базисом пространства ZL? (С) 
классов центральных квадратично интегрируемых функций на С. 

Из предложения 3 и теоремы 2 получаем 


Следствие 3. Отображение, которое каждой центральной непрерывной 
функции ф на С сопоставляет функцию w(G)~'/? 1 (р) (ФИТ), задает uso- 
морфизм пространства центральных представляющих функций на G 
на пространство антиинвариантных элементов в ® (Т). Это отображение 
продолжается по непрерывности до изоморфизма (гильбертовых прост- 
ранств) из 717 (С) na подпространство антиинвариантных элементов в 
L* (Т). 


co 4. Пусть q — MOTHER непрерывная функция на 
С. Тогда 
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at 8) 9) de—| 10 |] d-e~ el dt=\ ? РО РЕ 
С 


a > 0. 


Действительно, согласно лемме 4 и теореме 2, 


\ % @ 9 (g) dg=— a =e) x, (t) J (p) (0 (@ (0 J (0) (6) dt = 


= sw) 100) 1 (0) Hat 
T 


Но функция {++ ф (В J (p) (f) антиинвариантна, a функция =. (Ap) есть 


ортогональная проекция Ар на подпространство антиинвариантных эле- 
ментов в L?(T); следовательно, 


Say) 109 0 oF (0) 041 = ©9010 (9 dt. 
T ¥ 


Наконец, ввиду формулы (3) имеем р (ВЛ (р) (t)= ll (1 —a (t)—'), ‘чем 
a>0 
и завершается доказательство следствия. 


Замечания. 1) Для любого элемента w = W положим Py = “p/p; тогда 


Lew. |] U-a ra) (6) 


w a>0 a>0 


Если { — регулярный элемент в 7, то из формулы (5) получаем 


> e(w)** р») в (в) (до, (0 


. У’ = (в) Py (0 I] 1-0”) 


w a>0 


Отметим, что функция р» есть линейная комбинация корней с целыми 
коэффициентами, т. е. принадлежит Х (Т), дажеесли бы мы и не предпола- 
‚Гали, что p] X(T). Отсюда следует, что формула (7) справедлива без 
‚предположения, что PEX (Т): действительно, заменяя в доказательстве 
‘группу Ли С на соответствующую связную накрывающую, приходим 
‚к случаю следствия 2. 

_ 2) Аналогично первое равенство следствия 4 остается в силе без пред- 
‚положения, что PE X (7). 

3) Теорему 2 можно получить из ее инфинитезимального аналога 
(гл. VIII, § 9, n° 1, теорема 1); это также справедливо для теоремы 3 из 
следующего пункта (которая является аналогом теоремы 2 из гл. db $ 9, 
ва): | 
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5. Размерности неприводимых представлений 


_ Вернемся к аддитивной записи группы Х (Т) и не будем больше предпо- 
лагать, что р принадлежит X (Т). 


TEOPEMA 3. Размерность пространства неприводимого представления 
группы Ли С со старшим весом À задается формулой 


(A+p, K,) 
Хх (е) = I] (p,K ) 3 


аеК 


Положим y=(1/2) у K,, тогда ö(a)(y)=2ni для любого простого 
" @>0 
корня @ (гл. УТ, $ 1, n° 10, предложение 29). Прямая Ry He принадлежит 
ни одной гиперплоскости Ker 6 (a), а следовательно, exp (zy) — регуляр- 
ный элемент в С для любого достаточно малого ZER*. Для любых pe 
EX (Т) и ге В справедливо равенство 


1 (u) (exp (zy) = )` e(w)e Wen 


weW 


Используем следующую лемму, доказательство которой приведем 
ниже: 


/ЛЕммА 5. Справедлива формула 


I (u) (exp (zy) =e 40 |] (1— 


a>0 


г.) 


Поэтому функция J (и) (exp (zy)) есть произведение функции, стремя- 
щейся к 1, когда Z стремится к 0, и функции 


"IT 8%) (К) =@=)" || <, Ka), 


& > 0 & > 0 


где №М= Сага Ю +. 
Предположим сначала, что Pp] X(T); тогда, применяя следствие 2 
теоремы 2, видим, что при 2, стремящемся к 0, yx, (zy) стремится к 


[] (+e, к.>/ ] <e. Ka): 


& > 0 a>0 


в этом случае теорема доказана. 


В общем случае достаточно заметить, что в доказательстве теоремы 
3 всегда можно заменить группу С на подходящую связную накрывающую 
и свести доказательство к предыдущему случаю. 

Теперь докажем лемму 5. Пусть z= С. Обозначим через ф. отображе- 
ние из t в С-алгебру App (X (7), С) отображений из X (Т)в С, Er: эле- 
менту Не ставят в соответствие отображение 
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Pz (Н): Ur и (ехр 2Н)=е © № (A), 


Тогда ф. (Н-+Н”=ф. (A) ф. (Н’), так что существует гомоморфизм 
колец 


te: Z[t] > App (X (7), ©), 


такой, что wp, (e”) (и)=е*®®). С другой стороны, согласно предложе- 
нию 2 из гл. VI, $ 3, n° 3, в Z[t] справедливо соотношение 


2. в (w) e"'=e! I] (1—е "9, 


weW а > 0 


Применяя гомоморфизм 1. и принимая во внимание формулу 
ф. te" (м) = € 26 (р) (wy) __ e? 6 (w—! и) (y) 


получаем доказательство искомой формулы. 


Следствие 1. Пусть || || — норма в Х (Т)® В. Для любого 1EX+1+ 
обозначим через 4 (À) размерность пространства неприводимого представ- 
ления группы Ли С со старшим весом À. | | 

а) Справедливо неравенство „sup da)/lA+pl”<o, где N= 

++ 
= (1/2) (dim G— dim 7). 
6) Если С nonynpocra, тт ini d(A)/\|A+o|| >0. 
АЕХ + 


a) Для любого «ER, существует такое число А. >0, что |( A+ 
+p, Ка) |< А. А-+р|, откуда 4 (АДА! < |] 4,/<e, Ко). 


a>0 
6) Предположим, что С полупроста; обозначим через ßı, ..., В, простые 
корни и положим N;=K,. Тогда 
ан 
а (^) > — = A+ p, N;); 
>] ему = +0.) 


так как (A+p, Ni) > (о, Mi) =1, то 


а (^) > зир| < А-р, N;)1. 


Если С полупроста, то отображение хн> зир| (х, N;)| задает норму 
в Х (Г)® В, обязательно эквивалентную заданной норме, откуда вытека- 
ет 6). | | 


Следствие 2. Предположим, что группа Ли С полупроста u d.— целое 
число. Тогда множество классов ее представлений размерности <d ко- 


92 ГЛ. IX. КОМПАКТНЫЕ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ГРУППЫ ЛИ "6 


Из следствия 16) вытекает, что множество Ха элементов À из X44, 
таких, что d (^) < d, конечно. Для любого À из Ха пусть V1 — неприводи- 
мое представление со старшим весом À. Любое представление размерно- 
сти <d изоморфно прямой сумме © Pete с п. < а, что и доказывает 

| EX, 
‘следствие. 


6. Элементы Казимира 


Согласно предложению 3 из $ 1, n° 3, на в существует невырожденная 
отрицательная симметрическая билинейная форма, инвариантная относи- 
тельно Ad (С) (если С полупроста, то, например, можно взять форму Кил- 
‘линга алгебры Ли 9). Пусть Р — такая форма. Напомним (гл. [,$ 3,n° 7), 
что элементом Казимира, ассоциированным с F, называется такой элемент 
Г, принадлежащий центру универсальной обертывающей алгебры U (в), 
что для любого базиса (е;) в 9, удовлетворяющего условию F (e;, е;) = — 6, 
имеем Г = —) e?. 

На протяжении этой главы элементами Казимира группы С будем 
_ называть элементы из U (в), полученные исходя из невырожденной инвари- 
антной симметрической и отрицательной билинейной формы на 9 
указанным выше способом. Если Г — элемент Казимира группы Ли 
С и т: G— СЕ (У) — неприводимое представление этой группы 
Ли, то гомоморфизм Гу пространства У является гомотетией (Alg., 
chap. VIII, $ 3, n° 2, th. 1), коэффициент которой мы будем обозначать 
через Г (1). à 


ПрРЕдложеЕнНиЕ 4. Пусть Г — элемент Казимира группы Ли С. 

а) Если т — неприводимое представление группы Ли С, то число Г (т) 
вещественно и неотрицательно. Если т не является тривиальным представ- 
лением, то, более того, Г (t)>0. 

6) Существует единственная квадратичная форма Ог на Х (Т)® В, 
такая, что для любого неприводимого представления т группы С выполня- 
ется равенство 


по (+ p}—Qr(p). 


где À — старший вес представления т. Форма Q r невырожденна, положи- 
тельна и инвариантна относительно У. 


Пусть F — невырожденная отрицательная симметрическая билиней- 
ная форма на g, определяющая Г. Пусть т: С — СЁ (У) — неприводимое 
представление группы Ли G, и пусть ( , ) — гильбертово скалярное 
произведение на У, инвариантное относительно С ($ 1, n°1), и (e) — 
базис в g, такой, что F (ei, е;) = — ви. Тогда для любого элемента v из у, не 
инвариантного относительно С, получаем à # 


"TER on 
PIE | 
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Г (т) (u, 0) = (о, Гу(0)) =—), (о, (ev 0) = 
=) (о, (еду (еду) = 


=), (edv 2% (еду) >0, 


откуда следует а). 

Пусть В — форма на &, обратная к ограничению на t, билинейной 
формы на gc, полученной из F расширением поля скаляров. Согласно 
следствию предложения 7 из гл. VIII, $ 6, п°4, имеем !) Г (®)= 
= B (6 (À), (A + 2p)). Продолжим отображение 6:X (Т) > tk до В-линейно- 
го отображения из X (Т) ® RB té, и пусть Ог квадратичная форма x + 
t> В (6 (x),ô (х))наХ (Т) ® В; онаневырожденна, инвариантнаотносительно 
У, и имеют место равенства 


Г (т) =В (5 (A+ р), 6 (A+¢)) —В (6 (р), 6 (6) = 9, (4A+0)—Qr (о). 


Теперь покажем, что форма Ог положительна. Действительно, если хе 
EX (T)@ К, то элемент 6 (x) из t¢ принимает чисто мнимые значения Ha t и, 
стало быть, вещественные значения на it. Используя неравенство 
Е (у, у) >0 для yeit, завершаем доказательство. | 

Нам остается доказать условие единственности из пункта 6). Пусть 
Q — квадратичная форма Ha X (T)@R, удовлетворяющая требуемым ус- 
ловиям, и пусть Ф (соотв. ®,) — билинейная форма, ассоциированная 
с Q (соотв. Q,). Для À, реЕХ (Т)++ справедливы равенства 


D (A, в) =(9 Аь-+р)—9 (bp) —(Q (A+) —9 (2) —(9 (4 +9) — Q (9) = 
=O, (A, п). 


Так как X(T)+ + порождает векторное В-пространство Х (Г)® В, то 
Ф=Фг, откуда О =О.. 


Замечание. Пусть x &g. Существует такое положительное веществен- 
ное число А, что для любого неприводимого представления т: С — СЁ (У) 
и любой гильбертовой структуры на У, инвариантной относительно С, 


ILL (т) (x) IP? <A.F (x). 


Действительно, используя обозначения из предыдущего доказательст- 
ва, можно выбрать базис (е;) в 9 таким образом, что x=aeı, AER. Тогда 
для ve V 


(xyv,xyv)=lal (e,v,e,v) < |а|?Г (5) (0, v). 


1) Доказательство, которое там приведено для расщепляемых полупростых 
алгебр Ли, прямо переносится на случай расщепляемых редуктивных алгебр. 
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$ 8. Преобразование Фурье 


Соглашения и обозначения из предыдущего параграфа сохраняются. 


1. Преобразования Фурье интегрируемых функций 


Напомним в этом пункте результаты и определения из Th. spec.!). 

Обозначим через G множество классов неприводимых представлений 
группы Ли С (в конечномерных комплексных векторных пространствах). 
Для любого и= С обозначим через Е, пространство представления u, 
а через d(u) — его размерность. Существуют невырожденные положитель- 
ные эрмитовы формы Ha E,, инвариантные относительно и, и любые две 
‚такие формы пропорциональны. Обозначим через А* (соотв. || A|| ,,) co- 
пряжение (соотв. норму) элемента А из End(E,) относительно какой-то из 
этих форм. Для любого ве С имеют место равенства и (5)* = и (g) = 
=u(g—')u lu (gl. = 1; для любого x &g справедливы равенства и(х)* = 
= —u(x)=u(— x). 

Снабдим End (E,) структурой гильбертова пространства, в котором 
скалярное произведение задается формулой 


(A|B) = 4 (и) Tr (A* B)=d (u) Tr (В А*), АУ 

H ПОЛОЖИМ 
| A |2 = (AIA)? = (а (u) Tr (A* A))'”. (2) 
Тогда ce é 
Va (u) All < < (u) All (3) 


и, следовательно, 
1(А1 ВУ! < а (и) |All. (Be о (4) 


Для любого ge С имеем |и (5)|2=а (и). 
Обозначим через F (С) алгебру IE End (Е ,). Обозначим через L? (G) 


ueG 
гильбертову сумму гильбертовых пространств End (E,); это пространство 


семейств A=(4,)=F(G), таких, что >: |А,|>< со, снабженное 


скалярным произведением 


(AIB)= ) ‹АШВ,) =) 4 (и) Tr (AE B,). 6) 
ueG ueG ar, 
Наконец, через || ||, обозначим гильбертову норму на L?(G), так что 
1415= ) 14.3 для AGL? (0). 


ueG 


!) См. подстрочное примечание в начале $ 7. 
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Если f — комплексная функция, интегрируемая на С, TO для любого 
ие С положим 


u(}=\ 1 (@) и (в) аве па (Е,). | (6) 
J! 


Имеем |и (fl. <\ lf (g)| dg =]|f|l.. Копреобразованием Фурье функции 
G 


{ называется семейство (u (f)),-s=F (GC), обозначаемое через Aff). 
Если fe L?(G), то 
= ) (ии > = Fis 


иЕС 


так что индуцирует изометричное линейное отображение гильбертова 
пространства [7 (С) на гильбертово пространство [7 (С): другими слова- 
ми, для [и f’ из [2 (С) имеем 


ТР (@ аа = <Я 1 я) = À а(и)Тг (и (р* auf). (7) 
G 


ueG 
Определим свертку f*f’ AByx элементов fu f’ из L' (С) следующей формулой 


(#7) = Fhe) fF @ ав= ВР (в в) ав 
G G 
(интеграл имеет смысл для почти всех hEG). 
Тогда f*f = L'(G) и u(f*f’)=u(f) u(f) для любого ие (; следова- 


тельно, u ee 
ЯР) = Fl). AP). (8) 

Обратно, пусть А=(А,),_б — элемент из F(G). Для любого ue G 
пусть A А — (аналитическая) функция на С, определяемая формулой 


(Я А) (в) = (u (g)|Au) =d (и) Tr (Au и (8) ). (9) 


Если AE L?(G), то семейство (Z À), суммируемо в L?(G). Тогда npe- 

образованием Фурье элемента А называется сумма этого семейства, 0603- 

начаемая через F(A). Отображения Fu Я являются взаимно обратными 

изоморфизмами между гильбертовыми пространствами L?(G) и 1? (0). 
Другими словами: 


| ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Любая комплексная функция |, квадратично интегри- 
руемая на С, является суммой в гильбертовом пространстве L? (С) семей- 
ства (|), -в, где для любого hEG и любого ие С 


р (в) = (и (пи (f)) =d (и) } Fe) Tr (u (eh) de = 


G 


(10) 
=d (u) | f (gh) Tr (и (g) de. 
G 
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Выберем для любого u = G ортонормированный базис В, в Е, и через 
(u;; (g)) обозначим матрицу элемента и (5) в этом базисе. Предложение 
| также означает, что семейство функций \d (и) и; для и из G ni, | из B, 
образует ортонормированный базис в пространстве L? (С). 

Если f — интегрируемая функция на С, такая, что семейство (f,) рав- 
номерно суммируемо, то сумма этого семейства есть непрерывная фун- 
кция, почти всюду совпадающая с f. Другими словами, если, кроме того, 
предположить, что функция [ непрерывна, то для любого heG 


С | 

Г(в)= À d(u)\ F(gh) Tr (u (g)) ag. (11, 
u=G G 

Обратно, пусть AEF(G); если семейство (Я. А), _б равномерно сум- 

мируемо, то 


gir ) (FA)(g)= ) dWwTr(A,u(e) 1 


иЕС ucG 


есть непрерывная функция на С, для которой A является копреобразова- 
нием Фурье. 

Пусть f — интегрируемая функция на С, и пусть s]@G. Обозначим 
через y (5) Гиб (5) { функции на С, определяемые формулами y (5) {=е.*[, 
ö(s)/=fre,-ı, т.е. 


(у (s) В (@)=f (sg) (6 (5) f) (g)=F (gs) для geG 
(гл. IIT, § 3, n° 4, и Интегр., гл. УП, $ 1, n° 1, гл. ПТ, $ 1, nn° 2, 3). Имеем 


и (y (s) N=) F(s 7" и(в)ав=\ f(g) и (sg) ag; 
G G 


следовательно, 
и (у (s) р=и (5) и (7, (12) 
и аналогично 
и (6 (5 )f}=u (и ($). (13) 


Если С коммутативна, то С есть множество, лежащее ниже двойствен- 
ной к С группы (Спектр. теор., ra. П,$ 1, п° 1); тогда а (и) =1 для любого 
u=G, и мы приходим к определениям преобразования Фурье, данным 
в Спектр. Teop., гл. II. 


2. Преобразования Фурье бесконечно дифференцируемых функций 


Напомним (гл. III, $ 3, п° 1, определение 2), что через U (С) обознача- 
ется алгебра распределений на С с носителем, содержащимся в {e}. Кано- 
ническое вложение g в U (С) продолжается до изоморфизма универсаль- 
ной обертывающей алгебры алгебры Ли g на И (С) (там же, n° 7, предло- 
жение 25). В дальнейшем мы будем отождествлять эти две алгебры при 
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помощи указанного изоморфизма. Если |} — бесконечно дифференцируе- 
мая комплексная функция на С иесли {EU (С), то через L; fu R; [ обозна- 
чим функции на С, определяемые формулами 


Li f (g)= <ee*t,f), Rif (g)= tres [) 
(см. там же, n° 6). Для любого geG 


Lıey(g)=Y(g)° Li, Rio 6 (8)=0 (8) > Re. 


Пусть u@G. Обозначим через Е, пространство этого представления. 
Морфизм групп Ли и: С -— GL(E,) определяет при дифференцировании 
гомоморфизм (вещественных) алгебр Ли g— End (Z,) и, стало быть, 
гомоморфизм алгебры ИП (С) в алгебру End (E,), также обозначаемый 
через u. Если [Е U (С) иесли [ — бесконечно дифференцируемая функция 
на С, то 


и (и Рр=и (Ри (Г), и (Е р=и (ЕЁ) и ($, (14) 


где через Г обозначается образ элемента ¢ при главном антиавтоморфиз- 
ме алгебры И (С) (гл. I, $ 2, n° 4); в самом деле, справедливость фор- 
мул достаточно проверить для t&g, а в этом случае они получаются 
дифференцированием из формул (12) и (13) (см. гл. HI, $ 3, n° 7, пред- 
ложение 27). 

Обозначим через À (и) старший вес представления ueG ($ 7, n° 2, 
теорема 1); тогда отображение и ++ À (и) есть биекция из G на множество 
Х++ доминантных весов в X (7). 

Пусть TEU (С) — элемент Казимира группы Ли С ($ 7, n° 6). Для 
любого и = G эндоморфизм и (Г) пространства E, есть гомотетия, коэффи- 
циент которой обозначается через Г (и). Отсюда получаем отображение 
ин Г (и) из GB С. 

Если фи\р — две вещественнозначные положительные функции на С, 
то через p< p или ф (u)< ф (и) обозначается отношение «существует такое 
M>0, что ф (и) < Мф (и) для любого ие (»; это есть отношение частично- 
го порядка на множестве вещественнозначных положительных функций 
на G. 


ПрЕдложЕНИЕ2. Пусть тн» |т|| — норма в векторном В-пространст- 
ве В®Х (Г) иГ — элемент Казимира группы Ли С. Пусть ф — веществен- 
нозначная положительная функция на GC. 

а) Следующие условия эквивалентны: 

(i) Существует такое целое число п>0, что ф(и)< (|A (u)|| + 1" 
(соотв. для любого целого числа п>0 имеем 9 (u)< (IX (u) + 1)7"). 

(ii) Существует такое целое число п>0, что ф(и)< (Г (и) + 1)" (co- 
отв. для любого целого числа п>0 имеем ф(и)< (Г (и) +1”). 

6) Если группа Ли G полупроста, то указанные выше условия (i) u (ii) 
эквивалентны также условию 

(11) Существует такое целое число п ‚>0, что ф (u)< 4 (и)" (соотв. для 
любого целого числа п >0 имеем ф (и) 4 (и) "). | 


4 Н. Бурбаки 
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Сначала заметим, что условие (1) очевидным образом не зависит от 
выбранной нормы. Значит, в качестве нормы можно взять норму, опреде- 
ляемую квадратичной формой Q г, ассоциированной с Г s 7, п° 6, предло- 
жение 4). Тогда 

0< Г (и) = IX (м-р — По, 


и, следовательно, Г (u) + 1< (А (u)|| + 1)*< Г (и) 1, откуда вытекает а). 
Кроме того, если С полупроста, то ($ 7, п° 5, следствие | теоремы 3) 


IA (м) р! < 4 (м)< 1% (м) ll”, где N=(1/2) (dim G—dim 7), 


поэтому |A (u)|| +1< 4 (u)< (IA (и)! +1)", откуда следует 6). 

Из предложения 2 вытекает, что условие (1) не зависит от выбора 
максимального тора, камеры и нормы, а условие (ii) не зависит от выбора 
элемента Казимира. Функция, удовлетворяющая условиям (i) и (ii), 
называется функцией умеренного роста (соотв. быстро убывающей фун- 
кцией). Произведение двух функций умеренного роста есть функция уме- 
ренного роста; произведение функции умеренного роста на быстро убыва- 
ющую функцию есть быстро убывающая функция. Если ф — быстро убы- 
вающая функция, то семейство (ф (и)), с суммируемо. 


Примеры. Функция ur> 4 (и) — функция умеренного роста ($ 7, n° 
5, следствие | теоремы 3); для любой нормы || || Ha В®Х(Т) функция 
ut ||A (м) || также функция умеренного роста. Для любого элемента Кази- 
мира Г функция и r> Г (u) — функция умеренного роста; или более общо: 


ПРЕдложЕНИЕ 3. Для любого tTEU(G) функции ut |и (| шин 
+ [и (Olle — функции умеренного роста на G. 


Поскольку произведение двух функций умеренного роста есть функция 
умеренного роста, то предложение достаточно доказать для Leg. В этом 
случае утверждение вытекает из замечания из $ 7, n° 6, и из неравенства 


lu (O2 <d (ми (dl « 


Teopemal. а) Пусть f — бесконечно дифференцируемая комплексная 
функция на G. Тогда семейство (f )ue & где fu (8) = (u (g)lu (f)), равномер- 
но суммируемо на G, и для любого heG 


[= À (ии (р) = >) 4 (и) f(g) Tr (u(gh—') dg. 


ucG ueG 


6) Пусть f — интегрируемая функция на С. Для того чтобы она почти 
всюду совпадала с некоторой бесконечно дифференцируемой функцией, 
необходимо и достаточно, чтобы функция ur |и (f)|| „» была быстро убы- 
вающей на G. 


Пусть. — бесконечно дифференцируемая функция на С, и пусть Г — 
элемент Казимира для С. Согласно формуле (14), для любого целого 
числа n >0 справедливо равенство 
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| Г (и)" u (f)=u (f) u (T) =u ((Lr)" f), 
и как следствие получаем 


Г (м)" lu le < КЕ" < sup (LAD; (15) 


таким образом, функция ut |и (f)|| — быстро убывающая функция. 
Обратно, пусть А=(А,),_б — элемент из F(G), такой, что 

ur ||A,|| „ — быстро убывающая функция. Положим f, (8) = (и (g)|Au); 

тогда gt» fa (&) — аналитическая и, следовательно, бесконечно диффе- 


ренцируемая функция. Для любого хе зд, согласно предложению 27 из 
‘TH, LU, 5-3, n°7, 


(Lx fu) (g)= (и (g) и (x)1A,). 

Пусть t@U (6); тогда из предыдущей формулы получаем 
(Li fu) (в) = (и (в) и (#1A,), 

и, значит, 


KL) = Ки (g) и (01 Аи) | < а (ии (О Tu (SI ollAull o = 
=d (u) lu (II ollAull « 


Тогда ut sup|(L,f,) (g)| — быстро убывающая функция, поскольку d (и) 


и ||u (¢)|| „ — функции умеренного роста (предложение 3), а |A, || „— быс- 
тро убывающая функция; стало быть, семейство (L,f,),=G равномерно 
суммируемо. Отсюда получаем !), что сумма семейства (fu) есть бесконечно 
дифференцируемая функция на С, копреобразование Фурье которой есть 
семейство (A,), чем завершается доказательство теоремы. 


Обозначим через 57 (G) векторное подпространство в L? (G), состоящее 
из таких семейств А =(А „)„e 6; что функция ин* ||A „|| ,, — быстро убыва- 
ющая функция на G. Из теоремы | вытекает, что отображения 
F:fe(u(f)yegu Я: Ан > (u(g)|A,) индуцируют взаимно обрат- 

ueG : 
ные изоморфизмы между комплексными векторными пространствами 
%° (6; © и (0). Снабдим пространство ©” (С; С) топологией 
С”-равномерной сходимости ($ 6, n° 4), которая может быть определена 
при помощи семейства полунорм [+> Sup FE i (g)l для {ЕО (G), a про- 


странство 7 (G) — топологией, т последовательностью полу- 
норм pa: Ar> sup (F(u)+1)" |A, „. Из формулы (15) в предыдущем 
ueG 


доказательстве вытекает, что отображение непрерывно. Пусть #<= U (G), 
и пусть A=(A,),<g— элемент из 9 (0); положим [м (8)= (и (g)l Au). 


О Это следует из того, что пространство ©” (С; С), снабженное топологией 
С ®-равномерной сходимости ($ 6, n° 4), полно. 


4* 
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Пусть р — такое целое число, что im Г (u)—’=M< oo. Из предыдущего 

ueG 
доказательства ‘следует, что существует такое целое число т, что для 
любого g=G 


KL fa) (g)| <а (ии (dl ПА „т. (1- Г (u))™ Г (u)? Aull o> 


откуда |([, F(A)) (5)| < m Mpm (А); это доказывает непрерывность отобра- 
жения Z Отсюда вытекает 


Следствие. Отображения F: | +> (и (1) сви Fi: Ан» у (u(g)|A,) 


ueG 
индуцируют взаимно обратные изоморфизмы между топологическими 
векторными пространствами %® (6; С) и 7 (G). 


3. Преобразования Фурье центральных функций 


Для любого u=G обозначим через x, характер представления и; 
тогда 


Ku (8) =Тг (и (g)) (g = С). FETE) 
Напомним (Th. spec.) формулы | 
Х,* Х.=0 (и, ЕС, изд), (17) 
| > 
Ku* Ku Чи) Ku (ue G). (18) 


Для любого u= обозначим через €, тождественное отображение 
пространства E,. Напомним ($ 7, n° 4), что через ZL? (С) обозначается 
подпространство в [7 (С), состоящее из классов центральных функций, 
т. €. таких функций |, что folnt $ = f для любого SE С, или, что эквивалент- 
но, 7 (5) {=6 ($ ')Ё для любого sEG. 


ПрЕедложениЕ 4. Пусть [Е [7 (С). Для того чтобы функция | была цен- 
тральной, необходимо и достаточно, чтобы отображение и (f) было гомоте- 
тией для любого u= G. Тогда 


= Tw) Fe) xu(g) dg. (19) 


Согласно предложению | (n° 1), условие, что функция f центральна, 
равносильно условию u (y (5) } =и (6 (s—') f) для любого s= G и любого 
ие G, но это условие также записывается в виде и (5) u (f)=u (f) u (s) для 
любого sEG и любого u=G (формулы (12) и (13)), откуда получаем 
первое утверждение предложения 4 (лемма Шура). Если отображение 
и (f) — гомотетия, TO и (Г =A, Eu, где 


1 | 1 
eg UM) От =) Fe) ma (@) de 
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В качестве следствия для любой т f =ZL? (G) получаем 


а значит, 


яр = a (21) 


причем 


2. PR = = | Ee = 9 
ри). | ud Ge =? ce mi ae : 
Обратно, если ф — квадратично интегрируемая комплексная функция на 


С, то элемент ($2 .) = из F (G) принадлежит пространству L?(G) 
u 


и (формула (9)) 
(A (Le) @=4w Tr (30 в, и )- Ф (и) (Е), 


d (и) d (и) 


(Ha ))= Уч. © 


Отметим, что из формул (20) и (21), в частности, получается для и, 
о из G 


откуда 


RR если uu, (23) 
u = ze End (E,), (24) 
Fy) = Foy SEM ECF (@)'). (25) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть | — непрерывная центральная функция на 
G. Для того чтобы она была бесконечно дифференцируемой, необходимо 
и достаточно, чтобы ur>|(x,|f) l6ona быстро убывающей 
функцией на G; тогда для любого ве С 


F@= }, Mulde) 


1) Вложим пространство End (E,) в произведение F (G)= Il End (E,), поста- 
veG 
BHB B соответствие элементу A@End (E,) семейство (A ),eo где А, =А и А, = 


=0 для vu. 


102 ГЛ. [Х. КОМПАКТНЫЕ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ГРУППЫ ЛИ 4 


Согласно теореме 16), функция f бесконечно дифференцируема тогда 
и только тогда, когда функция U ++ |и (7) || является быстро убывающей, 


но, согласно формуле (20), 
lu Öl = rl) 


откуда получаем первое утверждение, поскольку d (u) и 1/4 (и) — функции 
умеренного роста. 
Теперь предположим, что функция f бесконечно дифференцируема; 


тогда, согласно теореме la), [(g)= у |, (5) для любого ве С, где 
ueG 


|, (в) = (u (g)lu (f)) =d (u) Tr (и (8) u (f) = 


=d (u) (uw CAD Fis) =P Tr (и (=) = 
= (xXulf> Хи (8). 
Итак, f (2) = а (xulf)x.(g), но при любом u = G для контрагредиентного 
ueG 


к и представления и’ выполняется условие X, =X, и отображение u > u’ 


является перестановкой в G, поэтому f(g)= 3 (Xulfdx.(g), чем 3a- 
ueG 


вершается доказательство предложения. 


Следствие. Пусть f — непрерывная центральная функция на С. Для 
того чтобы она была бесконечно дифференцируемой, необходимо и доста- 
точно, чтобы ее ограничение на Т было бесконечно дифференцируемо. 


Действительно, согласно следствию 4 из $ 7, n° 4, 


(xf) =) FW 9 ( dt, где o (= [] 1-a m) . 
G а >0 
Если функция [| T бесконечно дифференцируема, то ф также бесконечно 
дифференцируема. Тогда из предложения 5, примененного к группе T, 
получаем, что u = | ь (Вх (t) dt Ha Т=Х (T) — функция умеренного роста 
| T é 
H ut> (%,l[) также функция умеренного роста; таким образом, функ- 
ция [ бесконечно дифференцируема (предложение 5). Обратное очевидно. 


4. Центральные функции на С и функции на Т 


Обозначим через & (С) пространство комплексных непрерывных фун- 
кций на С, а через & ® (С) — подпространство бесконечно дифференциру- 
емых функций. Тогда имеет место последовательность включений 


@(G)— F*(G)CF (G)CL?(G). 
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Обозначим соответственно через ZO (С), ZY ~(G), ZG (0), ZL? (0) подпро- 
странства, состоящие из центральных функций в этих пространствах. 
Аналогично введем пространства @ (Т), & © (Т), € (Т) и L? (Т). Для любого 
пространства E из этого набора обозначим через Е” (соотв. Е") под- 
пространство, состоящее из инвариантных (соотв. антиинвариантных) 
элементов относительно действия группы №. Имеем коммутативную ди- 
‚аграмму 
29 (6) — @(T)” 
a t 
2% ® (G)—>¢ * (T)” 
t и t 
20 (6) — @(T)” 


где вертикальные стрелки обозначают канонические вложения, а отобра- 
жения ас, A, Ag Порождены отображением ограничения из S (С) в @ (7). 

Отображения ас, а», Ag биективны ($ 2, n° 5, следствие | предложе- 
ния 5, $ 8, n° 3, следствие предложения 5, и$ 7, n° 3, следствие предложе- 
ния 2). 

Предположим теперь, что полусумма р положительных корней принад- 
лежит Х (Т), и рассмотрим отображение 6, которое каждой непрерывной 
функции ф на Г ставит в соответствие ф./ (р). Имеет место коммутативная 
диаграмма 


ZL? (С) Е Bas 5 à В 
29 (6) —*> & (T)” —> sn” 
ze ENTER N 
20 (6) —» @(T)” —» en -” 


где вертикальные стрелки обозначают канонические вложения, отображе- 
ния bo, Do, be порождены отображением 6, а отображение и продолжает 
b.oa. по непрерывности ($ 7, n° 4, следствие 3 теоремы 2). Отображения 
ии be Ouekruent (там же); 6 „ также биективно (упражнение 5); напро- 
THB, 0, в общем случае не сюръективно (упражнение 6). 


$ 9. Действия компактных групп Ли на многообразиях 


В этом параграфе через Х обозначается локально конечномерное 
отделимое вещественное многообразие класса С’ (1<г< о). 
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1. Погружение многообразия в окрестности компактного подмно- 
жества 


JIEMMA 1. Пусть Т и T’ — два топологических пространства, А и А’ — 
компактные подмножества соответственно в T и Т’и W — окрестность 
множества AXA’ 8 TXT’. Существуют открытая окрестность U множест- 
ва À 8 T и открытая окрестность U’ множества А’ в T’, такие, что UX 
хи’ И. 


Пусть x À; существуют такие открытые множества U, в Ги Их в Г’, 
что {x} A’ CU, X ULC И: действительно, компактное подмножество {x} X 
ЖА’ в ТХ Г’ можно покрыть конечным числом открытых множеств, содер- 


/ 


жащихся в М, вида U;X Uj, где хе Ui; теперь достаточно положить 
г / 
BE буи 0:= (0, 
i i 


Поскольку А компактно, TO существуют такие точки ху, ..., Xm В А, что 
/ 
Ac U U,; положим U= U U,uU= () И... Тода AXA SCUKES 
: 1 1 1 
i i i 


<, что завершает доказательство леммы. 
На протяжении этого параграфа через У обозначается отделимое 
_ многообразие класса С”. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть ф:Х — У — морфизм класса С’ и А — кол- 
пактное подмножество в Х. Следующие условия эквивалентны: 

(i) Ограничение ф na А инъективно и ф — иммерсия во всех точках 
множества А; 

(ii) существует открытая окрестность U множества А, такая, что ф 
индуцирует погружение окрестности U в У. 


Если эти условия выполнены, то говорят, что ф есть погружение 
в окрестности подмножества-А. 
_ Докажем, что (i) влечет за собой (ii); обратное утверждение очевид- 
но. Пусть (i) выполнено; тогда существует открытое множество У в À, 
содержащее А и такое, что ограничение ф на У есть иммерсия (Mn., 
Св. рез., 5.7.1). Обозначим через Г такое множество точек (x, y) в УХУ, 
что ф (х) =ф (y), и пусть А — диагональ в УХУ. Тогда А — открытое под- 
множество в Г: действительно, для любого x= V существует окрестность 
U, точки x, такая, что ограничение ф на U, инъективно, т.е. l'A(U, X U,)= 

Поскольку У отделимо, множество Г замкнуто в УХ V; следовательно, 
дополнение Я множества Г- Ав УХ У открыто. Согласно предположению, 
W содержит А X A; из леммы | следует, что существует открытое множест- 
во И” в V, содержащее À и такое, что И’ Ж И’ C У, т. е. такое, что ограниче- 
ние ф на U’ инъективно. Кроме того, существует открытая окрестность 
U множества A, такая, что ее замыкание содержится в U’ (Общ. Ton., 
1968, гл. I, $ 9, n° 7, предложение 10). Тогда ф индуцирует гомеоморфизм 
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из Ü на ф (U) и, следовательно, из U Ha ф (U), откуда вытекает, что ограни- 
чение ф на И есть погружение (Мн., Св. рез., 5.8.3). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Предположим, что многообразие У паракомпактно. 
Пусть À — подмножество 8 X, и пусть ф: X > У — морфизм класса С", 
задающий гомеоморфизм из А на ф (А) и этальный во всех точках множест- 
ва А. Тогда существует такая открытая окрестность U множества А, что ф 
задает изоморфизм множества U на открытое подмногообразие в У. 


Уменьшая в случае необходимости Х и У, можно предполагать, что 
морфизм ф этален и сюръективен. Обозначим через о: ф (А) —+ А гомео- 
морфизм, обратный к @|A. Поскольку многообразие У метризуемо (Mn., 
Св. рез., 5.1.6), ф (А) допускает фундаментальную систему паракомпакт- 
ных окрестностей; тогда, согласно Тор. gen., chap. XI, существуют откры- 
тая окрестность У множества ф (А) в У и непрерывное отображение $: У > 
— X, совпадающее с с Ha ф(А), такие, что ф (5 (y))=y для любого уе 
ЕУ. Кроме того, отображение $ топологически этально; следовательно, 
$ (ИУ) является открытым множеством U, содержащим А. Тогда ф задает 
гомеоморфизм @’ из U на У. Согласно Mn., Св. рез., 5.7.8, @ — изомор- 
физм. 

На протяжении этого пункта будем предполагать, что r Æ ®. 


ПрРЕдложЕНИЕ 3. Пусть А — компактное подмножество 8 X. Множество 
F морфизмов фе’ (X; Ÿ), являющихся погружениями в окрестности 
подмножества А, открыто в €’ (X, У) в топологии компактной С’-сходимо- 
сти ($ 6, n° 4). 


Очевидно, что предложение достаточно доказать для г=1. 

а) Покажем сначала, что подмножество J BG! (Х; У), состоящее из 
морфизмов, являющихся иммерсиями во всех точках множества A, откры- 
то. Рассмотрим отображение ja: @'(X; У)ЖА > Л\(Х, У), такое, что 
Гл (ф, x)=j:(e) (Мн., Св. pes., 12.1). 

По определению топологии в &!(X; У) отображение j 4: pr» ja (ф,.) из 
%' (X; У) в @ (А; J' (X, Y)) непрерывно; тогда из Общ. Ton., гл. Х, $ 3, n° 4, 
теорема 3, следует, что отображение j4 непрерывно. | гы: 

С другой стороны, пусть М — множество струй j из J' (X, У), для кото- 
рых касательное отображение T(j): T,)(X) + Ts (Y) (Mn., Св. рез., 
12.3.4) инъективно. Множество М открыто в J'(X, У): действительно, 
достаточно проверить это утверждение для случая, когда Х — открытое 
подмножество конечномерного векторного пространства E, а У — откры- 
тое подмножество банахова пространства Р, т. е. (Мн., Св. рез., 12.3.1) 
доказать, что множество инъективных непрерывных линейных отображе- 
ний открыто в Z (Е, F), а это следует из предложения 16 из Th. spec., chap. 
HS 2,07. 

Из сказанного выше вытекает, что множество j4 (M) открыто 
в ®'(Х; Y)X A; стало быть, его дополнение замкнуто. Поскольку À KOM- 
пактно, проекция pri: @'(X; Y)X A —+ %' (Х; У) является собственным и, 
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следовательно, замкнутым морфизмом. Тогда множество J, совпадающее 

'(X; У) -prı (%), открыто в @! (X; У). 

6) Пусть À — подмножество в J X À X À, состоящее из таких элемен- 
тов (р, x, и), что f (x) =f (y). Ясно, что Н содержит J XA, где А обозначает 
диагональ в произведении А ХА. Покажем, что множество Н’ = Н- (ТЖ A) 
замкнуто в JX À X À. Так как F есть дополнение в J к образу множества 
Н’ при собственной проекции pri: /ЖАЖА - J, то отсюда будет следо- 
вать доказываемое предложение. | 

Топология в @' (X; У) тоньше топологии компактной сходимости; по- 
этому отображение (ф, х)+>ф(х) из Æ'(X; )ЖА в У непрерывно 
(Общ. топ., гл. Х, $ 3, n° 4, следствие 1); отсюда получаем, что Н замкнуто 
в /ЖАХА. Тем самым достаточно показать, что J X À открыто в Н или, 
другими словами, что для любого DE J и любого x G&A существуют окрес- 
тность © точки ф в Ли окрестность В точки x в X, такие, что для любого 
морфизма ф из Q ограничение 1 на АПВ инъзективно. 

Таким образом, предложение вытекает из следующей леммы: 


ЛЕммА 2. Пусть x — точки многообразия X u ф: X > У — морфизм 
класса С', являющийся иммерсией в точке x. Существуют окрестность Q 
точки фв %' (X, У) и окрестность В точки x 8 X, такие, что для любого 
VEN ограничение wp на В инъективно. 


Пусть U — относительно компактная открытая окрестность точки X, 
изоморфная конечномерному векторному пространству и такая, что ф (И) 
TRREDIEHTER в области определения карты У. Множество 829 морфизмов 
pe@' (Х; У), таких, что p (U)= У, открыто в &!(X; У), а отображение 
ограничения Qo > %' (И; У) непрерывно; тем самым мы свели доказатель- 
ство леммы к случаю X = Un У =, т. е. с самого начала можно предпола- 
гать, что Х — конечномерное векторное пространство, а У — банахово 
пространство. Выберем нормы в пространствах À и У. 

Линейное отображение Оф (x): À — У инъективно; пусть д — его ко- 
норма (Th. spec., chap. III, $ 2, n° 6). Тогда по определению конормы 
10 (x).¢|| >glltl| для любого te X. Пусть ве В таково, что 0 Le <g/2, 
и пусть В — такой замкнутый шар с центром вх, что || Оф He Оф (x)|l<e 
для любого u= B. Обозначим через Q подмножество в @' (X; У), состоя- 
щее из таких морфизмов т, что || Dy (и) — Оф (и)| <e для любого u = B; 
оно открыто по определению топологии в @'(X; У). Для peQ положим 
po=p — Оф (x). Имеем || Do (u)|| <2e для любого ие В, и, стало быть, 
[Do (u) — фо (v)|| <2=|и—и|| для произвольных и и v из В (Мн., Ce. рез., 
2.2.3). Отсюда получаем | 


Ip (и) — т (a) || > De (x). (4 — 2) || — фо (4) — фо (9) > (9 —2e)llu — vll. 
Следовательно, ограничение 1 на В инъективно, и лемма доказана. 


ПрЕдложЕНИЕ4. Пусть А — компактное подмножество в X. Существу- 
ют конечномерное векторное пространство Е и морфизм gEE (X, Е) (== 
#0), являющийся погружением в окрестности подмножества À. 
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Пусть (U,, pi, Е); -; — конечное семейство таких карт Ha X, что их 
области определения покрывают А. Можно продолжить ф; до отображения 
из-Х в E; (также обозначаемого через 9;), полагая ф; (х)=0 для x 
& U;. Пусть (Vi); =, — покрытие множества А открытыми множествами из 
X, такими, что V;CU; для всех {== (существование такого покрытия 
вытекает из следствия | из Тор. gen., chap. IX, р. 48 !), примененного к ком- 
пактному пространству X’, полученному из À присоединением бесконечно 
удаленной точки, и к покрытию пространства X’ открытыми множествами 
U; (ET) и X-A). Для любого [Е пусть a — числовая функция на 
X класса С”, равная | во всех точках множества У; и с носителем, содержа- 
щимся в U; (Mn., Ce. рез., 5.3.6). 


Рассмотрим отображение ф: X > @ (Е. ФВ), определяемое формулой 
iel 


ф (x) = (а, (x) ф; (x), &; (х)) fey 


Для любого ie [ отображение а; ф; принадлежит классу С” (поскольку его 
ограничения на У; и на дополнение к носителю &; принадлежит классу С”), 
а его ограничение на У; есть погружение. Отсюда следует, что ф — мор- 
физм класса С’, являющийся иммерсией во всех точках множества А. По- 
кажем, что ограничение ф на А инъективно. Пусть х, у — такие две точки 
из А, что ф(х)=ф (и), и пусть i@/ — такой индекс, для которого хе 
eV;. Тогда a; (x)= 1, и, стало быть, a (y) =1, что влечет за собой YE U;; 
но, кроме того, @ (х) = qi (у), откуда х=у ввиду того, что ф; индуцирует 
погружение множества U; BE. 

Можно доказать 2), что любое отделимое счетное в бесконечности чистое 


многообразие размерности п можно погрузить в В?"; менее сильный результат 
см. в упражнении 2. 


2. Теорема об эквивариантном погружении 
В этом пункте предполагается, что ro. 


Jlemma3. Пусть С — компактная топологическая группа, непрерывно 
действующая на топологическом пространстве Х, А — подмножество в Х, 
устойчивое относительно G, и № — окрестность подмножества А. Тогда 
существует открытая окрестность У подмножества А, устойчивая относи- 
тельно G и содержащаяся в У. 

Положим F=X-W 3) и V=X-GF. Тогда множество У открыто 


(Общ. Ton., 1969, гл. III, § 4, n° |, следствие |), устойчиво относительно G 
и Асус И. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть С — компактная группа Ли, (5, x)t> gx — закон 
левого действия класса С' группы С на X u A — компактное подмножество 


1) См. также Общ. топ., 1975, гл. IX, $ 4, n° 3.— Прим. перев. 
2) См. Whitney H. The self-intersection of а smooth n-manifold in 2n-space. 
Ann. of Math., у. 45, 1944, р. 220—246. 


3) W внутренность множества W, см. Общ. Ton., 1968, гл.1,$ 1,n° 6.— Прим. 
перев. 
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в Х. Существуют аналитическое линейное представление р группы С в ко- 
нечномерном векторном пространстве Е, морфизм ф: À > E класса С', 
согласованный с действием группы G, и открытая окрестность U подмно- 
жества А, устойчивая относительно действия группы G, такие, что ограни- 
чение ф на U есть погружение. 


Заменяя А на компактное подмножество GA, мы приходим к случаю, 
когда А устойчиво относительно G. 

Пусть Ео — такое конечномерное векторное пространство, что сущес- 
твует элемент из @'(X; Eo), являющийся погружением в окрестности 
множества À (n° |, предложение 4); тогда множество  морфизмов, обла- 
дающих этим свойством, открыто и непусто в @’ (X; Eo) (n° 1, предложе- 
ние 3). Рассмотрим непрерывное линейное представление компактной 
группы С в пространстве @’ (X; Eo) ($ 6, n° 4, лемма 4). Согласно теореме 
Петера — Вейля (Th. spec.), объединение конечномерных подпро- 
странств, устойчивых относительно С, плотно в ©’ (X; Eo). Тогда сущес- 
твует такой элемент фо из I, что отображения X+> Po (gx) для всех 
g=G порождают конечномерное векторное подпространство FE 
в @’ (X; Eo), которое очевидным образом устойчиво относительно действия 
группы G. a | 

Возьмем в качестве Е пространство Нотр (ЁЕ\1, Eo), в качестве р 
представление группы С в пространстве E, индуцированное действием 
С на Eı, и в качестве ф: À > Е отображение, которое точке xE X ставит 
в соответствие линейное отображение ++ т (x) из Е! в Eo. Это морфизм 
класса С’; для хеЕХ, ЕС ифЕЕЁ, 


ф (gx) (ф) =H (вх) = (x) (фот (8)) = (р (8) p (x) ($), 


где через т(5) обозначается автоморфизм хн> gx пространства À. 

Пусть a: Нотр (Eı, Eo) > Eo — линейное отображение ин» и (фо), 
тогда оф = фо, так что ф — погружение в окрестности множества А ввиду 
того, что отображение фо обладает этим свойством. Таким образом, су-. 
ществует такая открытая окрестность И множества А, что ограничение ф 
на U есть погружение; кроме того, согласно лемме 3, окрестность U можно 
выбрать устойчивой относительно действия группы С, что и завершает 
доказательство теоремы. | 


Следствие 1. Предположим, что X компактно. Существуют аналитиче- 
ское линейное представление р группы G в конечномерном векторном 
пространстве Е и погружение ф: X > Е, такие, что ф (вх) = (5) ф (x) для 
ЕС, xeXx. 


Следствие 2. Пусть Н — замкнутая ‘подгруппа в С. Существуют ана- 
литическое линейное представление группы Ли G в конечномерном вектор- 
ном пространстве Е и точка vEE, стабилизатор которой совпадает с H. 


Применим следствие | к каноническому действию группы Ли С на 
компактном многообразии С/Н. Тогда мы получим аналитическое линей- 
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ное представление р: G— GL(E) и такое погружение ф: G/H - Е, что 
ф (gx) =р (2) p(x) для GEG, xeG/H. Пусть е= С/Н — класс элемента 
е= С и и=ф(е) — его образ. Для любого бе ЗС 


р (в) о=о = ф(ве)=ф (е) = ве=е > gEH. 


Следствие 3. Предположим, что пространство X паракомпактно. Cy- 
ществуют вещественное гильбертово пространство Е, непрерывное 
унитарное !) представление р группы Ли С в пространстве Е и погружение 
ф: À — Е класса С", такие, что ф (gx) =р (5) ф (x) для любого ве С u любо- 
го x= À. 


Пространство Х/С локально компактно (Общ. Ton., 1969, гл. IIT, $ 4, 
n° 5, предложение 11). Его связные компоненты суть образы связных 
компонент пространства X, которые являются пространствами, счетными 
в бесконечности (Общ. Ton., 1968, гл. I, $ 9, n° 10, теорема 5); следова- 
тельно, и сами они счетны в бесконечности, что влечет за собой параком- 
пактность Х/С (там же). Стало быть, существуют локально конечное 
покрытие (U%), =, пространства Х/С открытыми относительно компактны- 
ми множествами и такое покрытие (V’,), —, что И» < U4 для любого ae 
el (Тор. gen., chap. IX, р. 48, cor. 1 2)); тогда для прообраза X получаем 
два локально конечных покрытия (U ,), ети (У). 1 OTKPbITbIMH относитель- 
но компактными устойчивыми относительно С множествами, такими, что 
V.cU, для любого gel. 

Для любого & = 1 существуют представление р. группы С в конечно- 
мерном вещественном. векторном пространстве Е. и морфизм ME 
= @' (X; Eu), согласованный с действием группы С и такой, что его ограни- 
чение на U, есть погружение (теорема |). Для любого a EI пусть ag — 
числовая функция на X класса С”, равная | на У. uO BHe U, (Mn., Св. рез., 


5.3.6). Положим bu (x) =| a, (gx) dg для хеХ. Функция В. есть функция 
б 

класса С’, инвариантная относительно С ($ 6, n° 4, следствие 2), равная 
1 на У. иОвне U,. Снабдим каждое E, гильбертовым скалярным произве- 
дением, инвариантным относительно С ($ 1, n°1), а В канонической 
гильбертовой структурой. Пусть Е — пространство, являющееся гильбер- 
товой суммой семейства (Е.Ф В) _ь и пусть о — представление группы 
Св Е, полученное из представлений р. и тривиального действия группы 
С на В. Для любого хеХ положим p(x)—=(b4 (X) Pa (X), ba (х)) «с. Тогда 
ф — морфизм класса С’ из X в E, согласованный с действием группы 
С. Аналогично тому, как это было сделано в доказательстве предложения 
4 (n° 1), проверяется, что ф есть погружение. Это и завершает доказатель- 
ство следствия. 


| 1) Тоесть (Th. spec.) непрерывное линейное представление (Интегр., гл. VIII, 
$ 2, n° 1), такое, что операторы p (5) унитарны для всех geG. 
2) См. также Общ. Ton., 1975, гл. IX, $ 4, n° 3.— Прим. перев. 
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3. Трубки и трансверсали 


Jlemma 4. Пусть Н — компактная группа Ли, р: H — СЕ (У) — ее не- 
прерывное (а значит, аналитическое) представление в конечномерном 
вещественном векторном пространстве и W — окрестность начала коорди- 
нат в У. Существуют открытая окрестность начала координат В, содержа- 
щаяся в W и устойчивая относительно H, и аналитический изоморфизм и: 
У — В, согласованный с действием Н и такой, что и(0)=0 u 
Du (0) =14 y. 


Выберем скалярное произведение на У, инвариантное относительно 
Н ($ 1, n° 1). Существует такое вещественное число г >> 0, что открытый 
шар В радиуса г содержится в W; очевидно, что этот шар устойчив относи- 
тельно Н. Для любого ve У положим и (и) =г (r?+ |9||?)- "29; тогда и — 
биективное аналитическое отображение из Ув В, согласованное с действи- 
ем группы Н, а обратное к нему ‘отображение шн>х (г? — |ш |?) '/?ш 
аналитично. И, более того, и (0) =0, а Du (0)=Idy. 


ПрРЕдложеЕНИЕ 5. Пусть Н — компактная группа Ли, (h, x)» hx — 
закон левого действия класса С' группы Н на Хих — точка в X, неподвиж- 
ная относительно действия группы Н. Тогда группа Н действует линейны- 
ми преобразованиями на векторном пространстве T=T,(X), и существует 
открытое погружение ф: T—X класса С’, согласованное с действием 
группы Н и такое, что ф (0)=х, a То (@) есть тождественное отображение 
пространства Т. 


Пусть (U, ф, Е) — такая карта на X B x, что область U устойчива отно- 
сительно H (n° 2, лемма 3) и что ф Nr Отождествим E c T при помощи 
T, (sp) и положим 

ы (y)=\ h.p(h—'y) dh для yeu, 
H 
где dh есть мера Хаара Ha Н с полной массой 1. 

Тогда ($ 6, n° 4, следствие 1) ф* — Е класса С’ из U в Г, 
согласованный с действием Н и такой, что p* (x)=0, а а; ф* = [4.. 
| Стало быть, существуют открытое множество U’ CU, содержащее x, 
и открытая окрестность У точки 0 в T, такие, что ф* индуцирует изомор- 
физм 0: U’ -> ИУ. Уменьшая в случае необходимости U’ и У, можно предпо- 
лагать, что они устойчивы относительно Н и что существует изоморфизм 
и: T — V, согласованный с действием группы H (лемма 4). Таким обра- 
зом, достаточно взять ф= 07 ‘ou 


Напомним (Мн., Св. рез., 6.5.1), что если G — группа Ли, H — под- 
группа Лив Си У — многообразие, на котором группа Н действует слева, 
то через СЖ"У обозначается фактормногообразие произведения 
многообразий GX Ÿ по правому действию ((g, y), в) => (gh, h”' y) группы 
Н; это многообразие, на котором группа Ли С действует справа естествен- 
ным образом; проекция @ X У-—С/Н является расслоением со слоем У. 


3 $ 9. ДЕЙСТВИЯ КОМПАКТНЫХ ГРУПП ЛИ HA МНОГООБРАЗИЯХ 111 


Кроме Toro, если У — конечномерное векторное пространство, на котором 
группа Н действует линейными преобразованиями, то С Ж"У наделено 
естественной структурой векторного С-расслоения с базой G/H (Mn., 
Св. рез., 7.10.2). | 

Пусть С — группа Ли, собственно !) действующая на многообразии Х 
(Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 4, n° 1, определение 1) так, что закон дейст- 
вия (5, х) => gx принадлежит классу С”. Тогда для любой точки x из X ор- 
бита Сх точки х — замкнутое подмногообразие в Х, изоморфное одно- 
родному пространству Ли G/G, где СЦ, — стабилизатор точки X в 
С (см. гл. Ш, $ 1, n° 7, предложение 14 (ii), и Общ. Ton., 1969, гл. III, $ 4, 
n° 2, предложение 4), являющийся компактной группой Ли (там же). 


ПрРЕдложеЕнНИЕ 6. Предположим, что многообразие X паракомпактно. 
Пусть x — точка в Хи G, — ее стабилизатор. Существуют конечномерное 
аналитическое линейное представление т: С, — СЁ (№) и открытое no- 


G u 
гружение a: GX *W—X класса С’, перестановочное с действием 
группы С и отображающее класс элемента (е, 0) Е СХ Я в точку x. 


Положим Т=Т, (Х). Пусть W — подпространство в 7, устойчивое 
относительно действия С, и дополнительное к подпространству 7, (Gx) 
в Г (например, ортогональное дополнение к 7, (Gx) относительно С,-инва- 
риантного скалярного произведения Ha Т). С другой стороны, пусть ф: T > 
— X — морфизм, обладающий свойствами из условия предложения D (OT- 
носительно H = G,). Рассмотрим морфизм A: GX W — X, определяемый 
формулой À (g, w)=gYp (w). Он индуцирует при переходе к фактормного- 


образиям морфизм в: GX W— X класса С’, перестановочный с дей- 
ствием группы С и отображающий класс z элемента (e, 0) в точку x. 
Покажем, что морфизм u этален в точке zZ. Имеем 
т (СЖ É W)=dim(G)+ dim (W) — dim(G,) = dim(Gx) + dim(W) = dim(T), 
и, стало быть, достаточно показать, что U есть субмерсия в точке 2 или что 
À есть субмерсия в точке (е, 0). Но касательное отображение Tee, 0) (A): 
T.(G)® W —Т совпадает с отображением 7, (p (x))+i, где p (x) — орби- 
тальное отображение gt> gx, а i — каноническое вложение W в T. По- 
скольку Im Те (p (х)) =Т, (Gx), то отображение T4, о) (A) сюръективно и мор- 
физм u этален в 2. 
ри покажем, что существует открытая окрестность {2 множества Gz 


BG х° * М, устойчивая относительно G и такая, что и индуцирует изомор- 
физм множества ( на открытое подмножество в X. Отсюда сразу вытекает 
предложение: действительно, прообраз множества Q в GX устойчив 
относительно С и, стало быть, имеет вид СХ В, где В — открытое подмно- 
жество в №, содержащее начало координат и устойчивое относительно 
G,. Уменьшая в случае необходимости Q, можно предположить, что су- 
ществует изоморфизм и: W — В, перестановочный с действием группы Gy 
(лемма 4). Очевидно, что композиция морфизмов 


1) См. примечание на стр. 21.— Прим. перев. 
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a: GX wt, GX ВХ 


удовлетворяет условиям предложения. 
Теперь предложение вытекает из следующей леммы: 


Jlemma5. Пусть Z — отделимое многообразие класса С’, наделенное 
законом левого действия т: GXZ— 2 класса С’, ии: Z —Х — морфизм 
{класса С’), перестановочный с действием группы Ли С. Пусть ze Ёих= 
= u (2). Предположим, что морфизм u этален в 2, а стабилизатор точки 2 
в С совпадает со стабилизатором G, точки x. Тогда существует открытая 
окрестность Q орбиты G2, устойчивая относительно G и такая, что u зада- 
ет изоморфизм Q на открытое подмножество‘в À. 


_ Поскольку морфизм u перестановочен с действием группы С, он эта- 
лен во всех точках орбиты Gz. Так как каноническое отображение С/С, — 
— GX является гомеоморфизмом, то отображение Gz в Gx, задаваемое 
морфизмом u,— также гомеоморфизм. Тогда из предложения 2 из 
n° | следует существование такой открытой окрестности U орбиты GzB Z, 
что u задает открытое погружение множества И в À. 

Поскольку группа С собственно действует на Х, то существуют откры- 
тая окрестность У точки х и компактное подмножество К в С, такие, что 
2УПУ= © для GEK (Общ. топ., 1969, гл. Ш, $ 4, n° 4, предложение 7), 
и, в частности, e= К. Множество М, таких точек yEZ, что Ky CU, откры- 
то в Z: действительно, Z-Wı есть образ замкнутого множества (KX 
X Z)- m”! (И) при собственной проекции pro: KXZ — 2. Положим М = 
= WıNu”' (У); это — открытое подмножество в Z, содержащее 2 и удов- 
летворяющее следующим условиям: 

(i) КИС И и, в частности, WCU; 

(ii) в (И) У. 

Положим Q = GW и рассмотрим ограничение u Ha ®. Это этальный 
морфизм, так как любая точка из Q сопряжена при помощи группы G C He- 
которой точкой из U. Покажем, что это ограничение инъективно: пусть D, 
h — такие элементы из С ии, о — такие элементы из W, что u (би) = (Av). 
Положим k=g""h; тогда u (и)=Ё u (5), откуда, согласно (ii), k=K. Ho 
ввиду (i) Киоии принадлежат U; следовательно, и = kv, поскольку ограни- 
чение u на У инъективно, откуда би = у. Таким образом, ограничение u Ha 
(2 инъективно и, значит (Мн., Св., рез., 5.7.8), является изоморфизмом на 
открытое подмногообразие в À, что завершает доказательство леммы. 


В условиях предложения 6 образ & есть открытая окрестность 7 орби- 
ты А точки х, наделенная структурой векторного расслоения с базой А, для 
которого нулевое сечение — это сама орбита А. Такая окрестность назы- 
вается линейной трубкой (вокруг рассматриваемой орбиты). Для каждой 
точки A&A слой У. этого векторного расслоения есть подмногообразие 
в À, устойчивое относительно стабилизатора С. точки а и такое, что мор- 


физм из ах“ У. в X, отображающий класс элемента (g,y)= СХ Ya 
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в gy= À, задает изоморфизм класса С’ между GX Sa Уи Т. В этом слу- 
чае говорят, что У. есть трансверсаль в точке а к трубке Т. Заметим, что 
касательное пространство в точке а к У. каноническим образом изоморфно 
Y. и что оно является дополнительным подпространством к Та (А) в Та (X); 
векторное расслоение Т с базой А, следовательно, каноническим образом 
изоморфно нормальному расслоению над А в X (Mn., Ce. рез., 8.1.3). 


4. Орбитальные типы 


Пусть С — топологическая группа, действующая непрерывно Ha отде- 
JIHMOM топологическом пространстве E. Для каждой точки x из Е обозна- 
чим через G, стабилизатор x в С и предположим, что каноническое отобра- 
жение С/С, —> Gx есть гомеоморфизм; это, в частности, выполняется 
в двух следующих случаях: | 

а) топологии в С и Е дискретны; 

6) С собственно действует на E (Общ. Ton., 1969, гл. II, $ 4, n° 2, 
предложение 4), например, группа С компактна (Общ. Ton., 1969, гл. en 
$ 4, n° 1, предложение 2). 

Обозначим через Я множество классов сопряженности замкнутых 
подгрупп в G. Для любой точки xEE орбитальным типом точки X или 
иногда просто типом точки X называется класс в 7 группы Gy; две точки 
одной орбиты имеют одинаковый орбитальный тип (Alg., chap. I, р. 52, 
ргор. 2); две орбиты имеют одинаковый тип тогда и только тогда, когда 
они изоморфны как С-множества (Alg., chap. I, р. 57, th. 1). Для любого 
te 7 через Ey) обозначается множество точек в E типа f, т. е. объедине- 
ние орбит типа #Ё это — устойчивое подмножество в E. Если Het, To 
пишут также FE. вместо Ew; например, Е\с) есть замкнутое подпростран- 
ство в E, состоящее из точек, неподвижных относительно G. 

Снабдим Я следующим отношением предпорядка: 


{< [< существуют такие Het u Her, что HDA’. 


Пусть Q и Q’ — две орбиты группы GB Eu t UE — их типы. Для того 
чтобы [< Г, необходимо и достаточно существование С-морфизма (обя- 
зательно непрерывного и сюръективного) из 9’ в Q. 

Пусть x, x’ — точки из Е, a { 4 Г — их типы. Для того чтобы #< РЁ, 
необходимо и достаточно существование такого элемента AGG, что 


Ga. 6, 


JIEMMA 6. Пусть С — группа Ли. 

а) Любая убывающая последовательность компактных подгрупп 
в G стабилизируется. 

6) Пусть Н и H’ — две компактные подгруппы в С, такие, что HCH’ 
и что существует изоморфизм между топологическими группами H’ 
u. Н. Тогда H>=H’. 


5 Н. Бурбаки 
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в) Множество 7 , наделенное отношением #< РЕ, есть нётерово упоря- 
доченное множество (Th. ens., chap. III, р. 51). | 


а) Пусть (Н); >, — убывающая последовательность компактных под- 
групп в С; это последовательность подгрупп Ли (гл. Ш, $ 8, n° 2, теорема 
2). Последовательность целых чисел (dim Н)); > | не возрастает u, следова- 
тельно, стабилизируется; существует такое целое число М, что все под- 
группы Я; для i> М имеют общую связную компоненту единицы. Убываю- 
щая последовательность целых положительных чисел (H;:(Hi)o),- у также 
стабилизируется, и, стало быть, Н:= Н:+: для достаточно больших i. 

6) Пусть j — изоморфизм между Н’и Н. Последовательность 
(F" (H)):>0 — это убывающая последовательность компактных подгрупп- 
в С; тогда ввиду а) f" (H)=f"*! (A) для достаточно большого п. Так как 
f — изоморфизм, то f (H)=H=f (H’), откуда H=H’. 

в) Пусть f, t’@Z таковы, что tt’ u ét. Существуют такие под- 
группы À, Hhet u Н’, Н1ЕЕЁ, что HD Н’ и Hı CH. Пусть g и g’ — такие 
два элемента из С, что H,—gHg un Hi=g’H’g’"'; положим u=g’"'g. 
Тогда 

иНи '<Н’<Н, 


и, принимая во внимание 6), получаем, что uHu-'=H, откуда Н’= 


=H xy t’=t. Таким образом, множество 7 упорядоченно и ввиду a) нёте- 
рово. 


Teopema2. Пусть С — группа Ли, собственным образом действующая 
на X, так что закон действия (5, x) gx принадлежит классу С". Предпо- 
ложим, что Х паракомпактно. 

а) Отображение, которое каждой точке из Х ставит в соответствие ее 
орбитальный тип, обладает следующим свойством полунепрерывности: 
пусть xENX, и пусть {= Я — орбитальный тип точки x; существует устой- 
чивая. относительно G открытая окрестность U точки x, такая, что тип 
любой точки ие О будет больше или равен t. 

6) Хи для любого t= TZ есть подмногообразие в X, отношение эквива- 
лентности на A. индуцированное действием группы СЦ, регулярно (Mu., 
Св. рез., 5.9.5), u морфизм Хи — Хо/С является расслоением. 

в) Предположим, что Х/С связно. Тогда множество орбитальных 
типов элементов из X обладает наибольшим элементом т; кроме того, X(z) 
есть открытое и плотное подмножество в X, а множество Х(-)/С связно. 


Пусть x — точка из Xu {= 7 — ее тип. Для доказательства а) и 6) 
можно заменить Х на устойчивое открытое множество, содержащее х, 
т, €. (предложение 6) предположить, что X имеет вид GX” №, где W — 
пространство конечномерного аналитического линейного представления 
некоторой компактной подгруппы Н в С, и что точка x есть образ р (e, 0) 
элемента (e, 0)=+ GX W при канонической проекции р: GK W> GX" У. 
Если и=р (g, y)&©GX" Уиае С, то аи= и тогда и только тогда, когда 
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‚ существует такой элемент йеЕН, что (ag, y)=(gh—', hy), т. е. тогда, когда 
ae gH, &`' Таким образом, G,= gH, g~' и, в частности, С,=Н; следова- 
тельно, G, сопряжена с некоторой подгруппой в Gy. Это доказывает, что 
тип точки и больше или равен ¢, откуда получаем а). 


Кроме того, для того чтобы точка и имела тип & необходимо и доста- 
точно, чтобы подгруппа G, была сопряжена в С с подгруппой A или также 
чтобы Н, была сопряжена с Нв С; согласно лемме 66), это означает, что 
Н,= Н, т. е. что точка у неподвижна относительно H. Если №” — векторное 
подпространство в W, состоящее из неподвижных относительно H эле- 
ментов, TO Хи отождествляется с GX” W’ и, стало быть, с G/HXW’, 
откуда вытекает 6). 


Для доказательства в) заметим, что из предположения о связности 
X/G вытекает, что X — чистое многообразие конечной размерности: дей- 
ствительно, для любого А > 0 обозначим через À} множество точек XS À, 
таких, что dim, X =k; тогда множество Xz одновременно открыто и замк- 
нуто в À и устойчиво относительно G; стало быть, À совпадает с одним из 
множеств Х». 

Проведем доказательство пункта в) индукцией по размерности много- 
образия X; утверждение очевидно для dim Х =0. Пусть т — максималь- 
ный элемент среди орбитальных типов точек из Х (такой элемент сущес- 
твует согласно лемме 6B)). Докажем следующее утверждение: 

в’) Для любого подмножества А из Хе, одновременно открытого 
и замкнутого в Хо) и устойчивого относительно С, замыкание А множества 
А открыто в X. 


Это утверждение влечет за собой в). Действительно, отметим сначала, 
что ввиду а) множество À (1) открыто в X; из утверждения в’) вытекает, что 
множество Х(.) открыто и замкнуто в X и, следовательно, совпадает с X, так 
как оно устойчиво относительно С, а пространство X/G связно. Пусть А — 
непустое открытое и замкнутое подмножество в Х(+), устойчивое относи- 
тельно С; согласно B’), А открыто и замкнуто в Х и устойчиво относительно 
С, а следовательно, совпадает с À; из этого вытекает, что подмножество 
А плотно в À (x) и, стало быть, совпадает с À (x). Таким образом, любое непус- 
тое открытое и замкнутое подмножество в Х(.)/С совпадает с Xq)/G, что 
доказывает связность пространства Х(+)/ G. Наконец, поскольку Х(.) плотно 
в À, иза) следует, что любая точка из À имеет тип < т; другими словами, т 
есть наибольший элемент среди орбитальных типов точек из À. 

Теперь докажем в’). Можно предполагать, что множество А непусто; 
пусть x =A. Нужно доказать, что А — окрестность точки x. При этом 
можно предполагать, как это делалось выше, что À = Gx" У, где под- 
группа H компактна, а X — канонический образ элемента (e, 0). Предполо- 
жим сначала, что Н действует тривиально на W; тогда X отождествляется 
с (@/Н)Х W, а пространство X(«/G—=X/G гомеоморфно пространству М 
и, следовательно, связно; поэтому A/G=X/G, откуда А=Х. Впредь 
будем предполагать, что Н действует нетривиально на W. Выберем на 
W скалярное произведение, инвариантное относительно компактной груп- 


5* 
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пы Н; пусть $ — единичная сфера в пространстве W (т. е. множество 
векторов с нормой 1). Заметим, что пространство S/H связно: действи- 
тельно, если dim (W)>2, то $ связно, а если dim (W)=1, то $ является 
пространством, состоящим из двух точек, на котором группа Н действует 
нетривиально. Положим Y=GX”S; это — замкнутое подмногообразие 
в Х, устойчивое относительно С и имеющее коразмерность 1, а пространст- 
во Ÿ/G, гомеоморфное S/H, связно. В силу предположения индукции 
существует орбитальный тип 0, максимальный для У, множество Ye) OT- 
крыто и замкнуто в У, а пространство Y@)/G связно. 

Рассмотрим действие В+ Ha X, получаемое при переходе к фактормно- 
гообразию из закона действия (A, (g, w)) => (5, AW) группы В+ на GX 
X W. Две точки из Х, сопряженные относительно этого действия, имеют 
один и тот же орбитальный тип; следовательно, À (6) содержит подмножест- 
во В* У), которое является открытым и плотным подмножеством в X. Од- 
нако ввиду а) множество À (x) открыто и, следовательно, пересекается с Xa), 
но тогда 9 —=т. | 

С другой стороны, гомеоморфизм (À, w)++ Aw из В* Ж$ на W-{0} 
(Общ. топ., 1969, гл. VI, $ 2, n° 3, предложение 3) индуцирует гомеомор- 
физм из В* X(S/H) на (R4S)/H, а, стало быть, также из R# Х (У/С) на 
(В+ У)/С и из В* Ж(У/ С) на (В* Yw)/G. Таким образом, множество 
(В+ Y)/G связно, а множество X(«1)/G содержит плотное связное подмно- 
жество и, следовательно, само связно (Общ. Ton., 1968, гл. I, $ 11, n° 1, 
предложение 1). Но тогда множество А совпадает с X.) и, значит, плотно 
в X, a À является окрестностью точки X. Это завершает доказательство 
теоремы. | 


В обозначениях теоремы 2B) точки из Xz) называются главными точка- 
ми, а их орбиты — главными орбитами. Если x — точка из X и если 


G 2 
GX * W— линейная трубка в À вокруг орбиты точки X, TO x — главная 
точка тогда и только тогда, когда G, действует тривиально в пространсрве 
М, т. е. когда трубка имеет вид (G/G,)X №. 


Примеры. 1) Пусть С — связная компактная группа Ли, действующая 
на себе внутренними автоморфизмами. Стабилизатор элемента х в С есть 
не что иное, как централизатор Z (x) элемента x в G; он содержит любой 
максимальный TOP, содержащий x. Отсюда следует, что наибольший орби- 
тальный тип т есть класс сопряженности максимальных торов в группе Ли 
С. Открытое подмножество Gi) состоит из вполне регулярных элементов 
группы Ли С ($ 5, n° 1, замечание). Предположим, что С односвязна. 
Тогда Gi) совпадает с множеством G, ее регулярных элементов ($ 5, n° 2, 
замечание 2); если А — альков подалгебры Картана # алгебры 
Ли в=[ (С), то отображение, являющееся композицией отображений 


n: A —> G, > G,/Int (G), есть изоморфизм аналитических многообразий. 
В самом деле, это гомеоморфизм ($ 5, n° 2, следствие | предложения 2). 
Пустьае А; положим { =ехр а и отождествим 7; (С) с g при помощи сдви- 
га y(t). Тогда касательное отображение То (x) отождествится с отобра- 
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жением, являющимся композицией канонического вложения t > g и OTO- 
бражения перехода к факторгруппе в > g/Im (Ad t='—1). Поскольку 
элемент ¢ регулярен, Та (ft) есть изоморфизм, откуда получаем искомый 
результат (Мн., Св. рез., 5.7.8). 

2) Пусть Е — вещественное аффинное евклидово пространство, § — 
множество гиперплоскостей в Е и \ — группа преобразований про- 
странства E, порожденная ортогональными отражениями относительно 
гиперплоскостей из %. Предположим, что множество $ устойчиво OTHO- 
сительно Я, а группа W, наделенная дискретной топологией, естественным 
образом действует в пространстве E. 

Можно применить сказанное выше к действию группы W на E. Стаби- 
лизатор точки X из E является подгруппой в W, порожденной отражениями 
относительно гиперплоскостей из %, содержащих точку х (гл. У, $ 3, n° 3, 
предложение 2). Следовательно, наибольшим орбитальным типом т явля- 
ется класс подгруппы {Id}, а Ex) — объединение камер в E. Отметим, что 
в этом случае накрытие E(x) + Et)/ W тривиально, и, в частности, множест- 
во Eq) несвязно, если множество $ непусто. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


Структура компактных групп 


1. Погружение компактной группы в произведение групп Ли 


ПрЕдложеЕнНИЕ |. Любая компактная топологическая группа С изо- 
морфна замкнутой подгруппе в произведении компактных групп Ли. 


Обозначим через G множество классов унитарных неприводимых 
непрерывных представлений группы С в конечномерных комплексных 
гильбертовых пространствах (Th. spec.). Для любого элемента u = G пусть 
H, — пространство представления и и p,: С — U (H,) — гомоморфизм, 
ассоциированный с и. Согласно теореме Петера — Вейля (Th. spec.), не- 
прерывный гомоморфизм p=(p,),z6 из G в |] U (Н,) инъективен; 

ueG 
поскольку группа С компактна, р индуцирует изоморфизм группы С Ha 
замкнутую подгруппу в группе |] U (A). 


ucG 


Следствие 1. Пусть У — окрестность единичного элемента 
в G. Тогда У содержит такую нормальную замкнутую подгруппу Н группы 
С, что факторгруппа G/H является группой Ли. 


Пусть (К), =, — такое семейство компактных групп Ли, что С отожде- 


ствляется с замкнутой подгруппой в | К». Для любого А обозначим 
el 
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через р»: С — К) ограничение на С канонической проекции. Существуют 
конечное множество J CL и для каждого À = J окрестность начала коорди- 


нат У, в К), такие, что У содержит () р; '(V,). Теперь достаточно поло- 
el 


жить H= () Ker (p,). 


ЛЕТ 


Обозначим через (H,),—, убывающее фильтрующееся семейство 
замкнутых нормальных подгрупп в С, такое, что факторгруппа G/H, явля- 
ется группой Ли. Рассмотрим проективную систему компактных групп 
Ли G/H, (см. Общ. топ., 1969, ra. III, $ 7, n° 3). 


Следствие 2. Каноническое отображение G—-lim G/H, есть изомор- 
<. 


a 


физм топологических групп. 


Действительно, из следствия | вытекает, что условие (АР) из 
Общ. Ton., 1969, гл. III, § 7, n° 3, выполнено; теперь утверждение следует 
из предложения 2 из Общ. Ton., 1969, гл. III, $ 7, n°3. 


СледствиЕЗ. Для того чтобы G была группой Ли, необходимо u доста- 
точно, чтобы в ней существовала окрестность единичного элемента е, не 
содержащая никакой нормальной подгруппы, отличной от {е}. 


Необходимость этого условия уже доказана (гл. 1Ш, $ 4, n° 2, следст- 
вие | теоремы 2), а достаточность легко получается из следствия 1. 


2. Проективный предел групп Ли 


JlemmAa 1. Пусть (Со, fap) — проективная система топологических 
групп относительно фильтрующегося множества индексов Ги G — ее 
предел. Предположим, что канонические отображения ja: G — С. сюръэек- 
тивны. 

a) Подгруппы D (G,) (соотв. С (Со), соотв. С (Ga)o) образуют проектив- 
ную систему подмножеств в Ga. 


6) D(G)=lim D(G,) u C(G)=lim C (G,). 


B) Ecau группа С. компактна для любого a El, то C(G)=lim C (G,)o. 


a 


Пусть a, В — два элемента из /, причем а < В. Тогда fag (D (Св))= 
€ D (Ga) и fap (С (Gp) < С (Ga), поскольку отображение fag сюръективно; из 


непрерывности отображения fap получаем, что fyg(D(G,))CD(G,) и 
fap (С (Gsh) EC (Gao, откуда следует а). Поскольку отображение fa 


сюръективно, fa (D (G))= D (С.) (Alg., chap. Г, р. 67, prop. 6), тогда D (G)= 
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— lim D(G,) (Общ. топ., 1968, гл. I, $ 4, n° 4, следствие). Из сюръектив- 


HOCTH fa получаем включение fa (С (Сб))<С(С.) и, стало быть, C(G)C 
clim С (С „}; обратное включение очевидно. Наконец, утверждение в) выте- 


кает из утверждения 6) и из предложения 4 из Общ. Ton., гл. III, $ 7, n° 3. 


ЛЕммА2. Пусть (S )a=» (Ty)5=p — два конечных семейства односвяз- 
ных почти простых групп Ли (гл. Ш, $ 9, n° 8, определение 3), и пусть 
и: I] Sim |] Т, — сюръективный морфизм. Тогда существуют инъек- 

аеА beB 
тивное отображение [: B— А и такие изоморфизмы up: $1 (6) > Ть 6 ЕВ), 


470 и ((5даел)=(Иь ($16))ь >в Оля любого элемента ($)аелд U3 | So 
4 si a=A 


Обозначим через $. (соотв. t,) алгебру Ли группы Sa (соотв. Ть) для 
аеА (соотв. bEB) и рассмотрим гомоморфизм L (и): I] Sy, > I] t,- 
аеА b=B 
Его ядро есть идеал в полупростой алгебре Ли | $ И, стало быть, имеет 
aca 
ВИД Il s, ГДе A” CA (ru. I, $ 6, n° 2, следствие 1). Положим A’ =А-А”. 
аеА” 
При ограничении L (u) определяет изоморфизм f: | s.> I] t,. Соглас- 
aeA’ beB 
но тому же следствию, для любого а из А’ идеал f (s.) совпадает с одним из 
ts; следовательно, существует такая биекция /: В — A’, что } ($1 (6)) = для 
Бе В, и | задает изоморфизм fa:sı (#y—>ts. Поскольку группы Sa и Ть одно- 
связны, существуют такие изоморфизмы Up: $1 (в) > Ts, что L (ив) =ф для 
beB (гл. Ш, $ 6, n° 3, теорема 3). 
Обозначим через u: I] S, + ll T, морфизм, определяемый форму- 
acA beB 
NOK и (($)ае)=(Иь ($16) ев: По построению имеем L (и) = {== (u), отку- 
да и=и, что завершает доказательство леммы. 


JlEmma 3. В условиях леммы | предположим, что группы С. являются 
односвязными компактными группами Ли. Тогда топологическая группа 
С изоморфна произведению односвязных почти простых компактных 
групп Ли. 


Для любого a = [ группа С. является прямым произведением конечно- 

го семейства односвязных почти простых подгрупп (S%),—, (ra. Ш, $ 9, 
a 

n° 8, предложение 28). Пусть BE/ u B >a. Согласно лемме 2, существует 


by th 
такое отображение /p.: La > Lp, что [в (SP u S4 для AGL. Тогда 
[в ° Ва = [Ца для а < В < у, так что (La, ва) есть индуктивная система мно- 
жеств относительно /. Пусть L — ее предел; ввиду того что отображения 
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[ва Инъективны, Ly можно отождествить с подмножеством в L, так что 
mt) Le 

acl 

Пусть AGL. Положим Si={l}, если A&L,., и обозначим через 
pos: Si — 55 ‘морфизм, полученный из fag; таким образом, мы придем 
к проективной системе топологических групп (SZ, pas), предел 5, которой 
изоморфен $. для некоторого достаточно большого a. Канонический 
гомоморфизм топологических групп 


биективен (Th. ens., chap. II, р. 57, cor. 2); он является изоморфизмом, 
поскольку рассматриваемые группы компактны. Но первая из этих групп. 
отождествляется с G, а вторая — с произведением групп $», что заверша- 
ет доказательство леммы. 


3. Строение связных компактных групп 


Пусть С — коммутативная компактная группа. Напомним 
( Спектр. Teop., гл. П,$ 1, n° 9, предложение 11), что тогда G изоморфна 
топологической группе, двойственной к дискретной коммутативной группе 
С. Группа С связна тогда и только тогда, когда G — группа без кручения 
(Спектр. теор., гл. П, $ 2, n° 2, следствие | предложения 4). 

Следующие свойства эквивалентны (Спектр. Teop., гл. Il, $ 2, n° 2, 
следствие 2 предложения 4, и $ 1, п°9, следствие 2 предложения 11): 

(i) С вполне несвязна; 

(ii) G — периодическая группа; 

(11) топологическая группа С изоморфна пределу проективной системы 
конечных (коммутативных) групп, снабженных дискретной топологией. 

Следующее предложение обобщает следствие | предложения 4 из $ 1, 
n° 4. | 


ПрЕдложеЕнНИЕ 2. Пусть С — связная компактная группа. 

а) С (С)о есть коммутативная связная компактная группа; D (G) — 
связная компактная группа, совпадающая со своей производной группой. 

6) Непрерывный гомоморфизм (x, у)-> ху из C(GhXD(G) в G 
сюръективен, а его ядро есть центральная подгруппа в C(Gh XD (С), 
компактная и вполне несвязная. 

в) Существуют семейство (S,), —, компактных почти простых групп Ли 


и непрерывный сюръективный гомоморфизм | 5$. — D(G), ядро которо- 
acl 


го есть компактная вполне несвязная центральная подгруппа. 


Пусть (Ga, fag) — проективная система компактных групп Ли OTHOCH- 
тельно фильтрующегося множества /, такая, что С изоморфна lim G, ‚а 
<— 


LA 
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канонические отображения fa! С — С.сюръективны (следствие 2 предло- 
жения 1). Для a el пусть ne: D (G.) > D (G.) — универсальное накрытие | 
группы D(G,). Из отображений [ag получаем морфизмы fa: D (Gg) > 
— D(G.), так что (D (G.), fag) есть проективная система топологических 
групп, удовлетворяющая условиям леммы 3. 
Из этой же леммы следует, что топологическая группа lim À (С.) изо- 
—— 


морфна произведению семейства (S,), =; компактных почти простых групп 
Ли. Согласно лемме |, предел проективной системы гомоморфизмов (ла) 


отождествляется с непрерывным гомоморфизмом л: I] 5, — D (G), кото- 
| el 


рый сюръективен (Общ. топ., 1969, гл. I, $ 9, n° 6, следствие 2). 
Теперь отметим, что группа $, совпадает со своей производной 
À 
| el 
группой: это вытекает из следствия предложения 10 из $ 4, п°5. Стало 


быть, группа D (С) также совпадает со своей производной группой, по- 
скольку гомоморфизм л сюръективен. В качестве следствия получаем 


D(G)=D(D(G))= D (С). Таким образом, группа D (С) компактна и совпа- 
дает со своей производной группой; это доказывает а), так как утвержде- 
ния, касающиеся С (Go, тривиальны. 
С другой стороны, ядро гомоморфизма л: | S,— D(G) отожде- 
ЛЕГ 
ствляется с lim Ker (n,) (Alg., chap. IL, р. 89, rem. 1), т. е. с компактной 


вполне несвязной центральной подгруппой, откуда получаем в). 

Докажем 6). Для любого & из J морфизм Sa: С (Ga) X D (Ga) > Ga, 
такой, что Sa (X, y) =ху для XEC (Goo, y= D (Ga), сюръективен, а его ядро 
является конечной центральной подгруппой ($ 1, n° 4, следствие | предло- 
жения 4). Морфизмы $. образуют проективную систему отображений, 
предел которой отождествляется ввиду сказанного выше с гомоморфиз- 
MOM (x, у) => ху из С (С. ЖО (@) в G. Теперь несложно показать, как это 
делалось выше, что этот морфизм сюръективен и что его ядро центрально 
и вполне несвязно, откуда вытекает 6). 


Следствие. Любая разрешимая связная компактная группа KOMMYTQ- 
тивна. | 


Действительно, тогда ее производная группа разрешима и совпадает 
со своей производной группой (предложение 2а)); следовательно, она 
состоит лишь из единичного элемента. 
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ДОПОЛНЕНИЕ П 


Представления вещественного, 
. комплексного или кватернионного типа 


D | 


1. Представления вещественных алгебр 


Обозначим через с автоморфизм &t+> @ пространства С; если W — 
комплексное векторное пространство, то через W обозначается векторное 
С-пространство о. (№) (т. е. группа W, наделенная законом действия 


(и, w)-+ аш для “>С, we W). 


ПрЕдложеЕнНИиЕ 1. Пусть А есть В-алгебра (ассоциативная с единицей) 
и У — простой А-модуль конечной размерности над В. Тогда имеет место 
один из следующих трех случаев: 

a) коммутант модуля У (Алг., ra. VII, $ 1, n° 2) м KR, 4 
А(с-модуль Vic) прост; 

В) коммутант модуля У изоморфен С; А(с-модуль Ус) есть прямая 
сумма двух неизоморфных простых A,cynodmodyneü, переводимых друг 
в друга автоморфизмом © ® 1 ;; 

7) коммутант модуля У изоморфен Н; А(сумодуль Vic есть прямая 
сумма двух своих изоморфных простых А(суподмодулей, переводимых 
друг в друга автоморфизмом 6 ® 1 y. 


Коммутант E модуля У есть тело, являющееся конечным расширением 
В (Alg., chap. VIII, $ 3, n° 2, prop. 2), и, значит, изоморфен В, С или 
Н (Alg., chap. VIII, § 15). А(с-модуль У(с) полупрост (Aue., гл. VIII, $ 3, n° 
3), иего коммутант отождествляется с С® р Е (Alg., chap. УШ,$ 11, п° 2, 
lemma 1). | 

Если Е изоморфен В, то коммутант модуля Vc) изоморфен С и 
Vic) — простой А‹с)-модуль (Алг., гл. VII, $ 3, n° 1). 

Если E не изоморфен В, то он содержит поле, изоморфное С. Отсюда 
получаем на У структуру А(сумодуля, обозначаемую через У’. Тогда 
У‘ — простой А‹(с-модуль, а С-линейное` отображение ф: Vic) + V° av’, 
такое, что )(a@®v)=—(av, av) для “ЕС, ve V,— изоморфизм (Alg., 
chap. V, р. 61, prop. 8). Кроме того, 6@1y соответствует при этом 
изоморфизме В-автоморфизму (v, и’) > (о’, и) пространства_ УФ у и, 
стало быть, переводит А‹с-подмодули v'(V) и wp ' (7) друг в 
друга. 

Коммутант E(c) модуля Vc) содержит, таким образом, алгебру CXC, 
действующую на УФ У‘ гомотетиями. Для того чтобы не существовало 
изоморфизма между А‹с-модулями У’ и У‘, необходимо и достаточно, 
чтобы алгебра Ес) совпадала с СХ С, т. е. чтобы тело E было изоморфно 
С. Это и завершает доказательство. 
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ПрЕдложеЕниЕ 2. Пусть А есть В-алгебра (ассоциативная с единицей) 
и У — простой А(с-модуль конечной размерности над С. Тогда имеет 
место один из следующих трех случаев: 

а) Существует А(с-изоморфизм 0 пространства W на пространство У, 
такой, что 0 о 90 = | у. Тогда множество У неподвижных точек отображения 
9 является R-crpykrypoû на W, и простой А-модуль Wir имеет коммутант, 
равный R.ly. Кроме того, Wir, является прямой суммой двух простых 
изоморфных А-модулей. 

6) А‹с-модули W u W не изоморфны; тогда Wirr- простой А-модуль 
с коммутантом, равным С.1 у. 

в) Существует А(с-изоморфизм 0 пространства W на пространство У, 
такой, что 6 о 9= — | у. Тогда А-модуль Wir] npocrt и его коммутант совпа- 
дает с телом C.ly@®C.0, изоморфным H. 


Комплексное векторное пространство Нот Ag (W: W) имеет размер- 


ность <1 (Alg., chap. VIII, § 3, n° 2); если 8=Hom, (W, №), то эндо- 
морфизм 6 o 0 пространства является гомотетией с коэффициентом & = 
EC. Для любого ше имеем ad (w)—6 о 8 o 0 (w) =0 (и ш)= «x (w); та- 
ким образом, коэффициент & вещественный. Если 0’ — A0 для Ле С, то 
0’ о 0’ = |^|? 0 oO u, стало быть, выполняется одна и только одна из следу- 
ющих трех возможностей: 


а) Существует 9 = Нот 40 (№, W), такой, что 950 = 1 y; 
6) Hom, (W, W)={0} 


в) существует 9 = Hom Ag (Ws №), такой, что 950 = — 1 y. 

В случае а) множество У неподвижных точек отображения 0 является 
В-структурой на W (Alg., chap. У, р. 61, prop. 7); поскольку модуль Ус) изо- 
морфен W, А-модуль У прост и его коммутант равен R.1, (предложение 1), 
а модуль Wir, не является простым. 

Обратно, предположим, что модуль р непрост, тогда пусть 
У — простой А-подмодуль в Wir; поскольку А(с-модуль № прост, то 
V+iV=W и УПИ =}, т. е. W=V®iV. Таким образом, У является 
В-структурой на W, и изоморфизм 6 пространства W на пространство W, 
такой, что 0 (v+iv)=v—iv’ для v и v’ из У, удовлетворяет условию 
90°0= 1. 

В качестве следствия получаем, что в случаях 6) и в) А(сумодуль 
У в прост; согласно предложению |, его коммутант E изоморфен С в слу- 
чае 6) x Н в случае в). Кроме того, очевидно, что Е содержит С.1уи C.6 
в случае в), откуда и следует предложение. | 

В предположениях предложения 2 говорят, что есть А(с-модуль 
вещественного, комплексного или кватернионного типа (относитель- 


но А), если имеет место случай а), 6) или в) соответственно. 
J 
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Для К = В или С обозначим через © к (A) множество классов простых 
À к-модулей конечной размерности над К. Группа Г= al(C/R) дей- 
ствует на ©‹с(А); два предыдущих предложения устанавливают 
биективное соответствие между Gp(A) и фактормножеством 


$ с (А)/Г. 


2. Представления компактных групп 


Пусть С — компактная топологическая группа, и пусть о: G— 
— GL (№) — непрерывное представление группы С в конечномерном KOM- 
плексном векторном пространстве. Будем говорить, что р — неприводимое 
представление вещественного, комплексного или кватернионного типа, 
если W является С‘9)-модулем (относительно алгебры А =R) соответ- 
ственно вещественного, комплексного или кватернионного типа. Пусть 
Н — невырожденная положительная эрмитова форма Ha W, инвариантная 
относительно G. | | 


ПрЕдложеЕнНИЕ 3. Предположим, что р неприводимо. | 

а) р есть представление вещественного типа тогда и только тогда, 
когда существует ненулевая билинейная симметрическая форма В на №, 
инвариантная относительно Ц. В этом случае форма В невырожденна; 
множество V, состоящее из таких элементов WE W, ито H (w, x) =В (w, x) 
для любого хе= W, является В-структурой на №, инвариантной относитель- 
но G. 

6) р есть представление комплексного типа тогда и только тогда, когда 
не существует ненулевой билинейной формы на W, инвариантной относи- 
тельно G. 

в) р есть представление кватернионного типа тогда и только тогда, 
когда существует ненулевая знакопеременная билинейная форма на И, 
инвариантная относительно С; такая форма обязательно невырожденна. 


Для 9 = Нот «o(W, W) ux, yeW положим Bo (x, у) =Н (0x, y). Тогда 
Ве — билинейная форма на №, инвариантная относительно С и He- 
вырожденная, если гомоморфизм 0 ненулевой. Обозначим через Z (W)° 
пространство билинейных форм на W, инвариантных относитель- 
но G; отображение 0 н> Bo из Нот (a (W, W) на Z (W)° есть изоморфизм 
векторных С-пространств. Отсюда, в частности, вытекает утвержде- 
ние 6). 
Пусть 0 есть С‘б)-изоморфизм пространства W на W, такой, что 
0°0=@у для а={—1, +1} (предложение 2); поскольку пространство 
G 
% (W)” имеет размерность |, то существует такое число ЕС, что 


Bo (y, x) =eBo (x, у), какими бы ни были x, у из №. 


Повторно используя это свойство, получаем Ве (у, x)=eBo (x, у) = 
—=?Ве (у, x), откуда e?=1 u з={— 1, +1}. Кроме Toro, для x из W 
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Н (0х, 9х) = Bo (x, 9х) ==Вь (Ox, х)==Н (00 (x), x) =eaH (x, x), 


откуда за >> 0, поскольку форма Н положительна, т. е. ==. Но тогда 
утверждения а) и в) следуют из предложения 2. 


Обозначим через 45 меру Хаара на группе С с полной массой 1. 


Jlemma 1. Пусть W — подпространство в №, состоящее из элементов, 


инвариантных относительно G. Эндоморфизм | e(g) dg пространства 
G 


W есть проектор на подпространство W°, перестановочный с действием 
группы G. В частности, 


dim w°=| Tr p (g) dg. 
G 


Положим р=\ о (2) dg; тогда для любого heG 
G 


р (k)°p=\ р (hg) dg=\ p (g) dg=p, 
G G 
и аналогично р © p (hk) =p. Таким образом, эндоморфизм р перестановочен 
с действием группы С, и его образ содержится в W°. Если ше М, то 
р (ш)= о (5) w ав =, что доказывает лемму. 
G 


ЛЕммА 2. Пусть и — эндоморфизм конечномерного векторного npo- 
странства Е над полем К. Тогда 


Tru = Тг $? (и) — Tr Л? (u). 


п 
Пусть Хи (Х)= |] (X — a) — разложение на линейные множители 
i=1 
характеристического многочлена эндоморфизма и в подходящем расшире- 
нии поля К. Тогда 


M ey ar Tr Atla)= ) %;%, Tr $° =), aa; 
i i<j i<j 


(cm. Alg., chap. УП, р. 37, cor. 3), что завершает доказательство. 


ПрЕдложеЕНИЕ 4. Предположим, что представление р неприводимо. 
Для того чтобы р было вещественного (соотв. комплексного, соотв. ква- 


тернионного) типа, необходимо и достаточно, чтобы интеграл \ Tre (25) dg 
G 
был равен | (соотв. 0, соотв. — 1). 


Обозначим через р представление, контрагредиентное к представ- 
Vv = 
лению р в пространстве W* (определяемое равенством 0(g)=‘p (g—')). 
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Применяя лемму 2 к представлению р (2) и интегрируя по группе С, полу- 
чаем 


{ Tr p (g?) dg= Те @)ag=| Tr 3? (в) dg—\ Tr A? (le) ag, 
G G G G 


откуда ввиду леммы 1 
 Тгр (8?) ав = dim (S?W*)°— dim (A2W*)°. 
С \ 


Но S?W* (соотв. A?W*) отождествляется с пространством CHM- 
метрических (соотв. знакопеременных) билинейных форм на У. Теперь 
предложение следует непосредственно из предложения 3. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


$1 


1) Пусть @ — связная коммутативная конечномерная комплексная группа Ли 
и У — ее алгебра Ли. 
а) Отображение ехрс: У -> С является сюръективным гомоморфизмом; его 


ядро Г — дискретная подгруппа в У. 

6) С — компактна тогда и только тогда, когда Г — решетка в И; в этом случае 
С называют комплексным тором. 

в) Пусть Г — дискретная подгруппа в С?, порожденная элементами e; —(1, 0), 
е2 = (0, 1), e3=(V2, i); положим G=C?/T, Н=(Г- Се!) /Г. Показать, что H изоморф- 
на C*, что G/H — комплексный тор размерности 1, но С не содержит ненулевого 
комплексного тора. 

г) Всякая связная конечномерная комплексная компактная группа Ли является 
комплексным тором (см. гл. Ш, $ 6, n° 3, предложение 6). 

2) Пусть H — множество комплексных чисел т, для которых Im T>0. 


а) Показать, что формула а для ТЕН и (2 „те SL (2, 2) 
ct + d гы 
определяет левое аналитическое действие дискретной группы SL (2, 2) на Н. 

6) Для теН обозначим через Т. комплексный тор C/(Z +712). Показать, что 
отображение тн» 7, определяет при переходе к факторотображению биекцию MHO- 
жества H/SL (2, 2) на множество классов изоморфизма одномерных комплексных 
торов. 

3) Пусть G — интегральная подгруппа в О (п), тождественное представление 
которой в В" неприводимо. Доказать, что С замкнута (записать С в виде КХ М, где 
К компактна, а N коммутативна, H показать, что dim N<1). 

4) Показать, что эквивалентные условия из предложения 3 (п° 3) эквивалентны 
также каждому из следующих условий: 

(ii’) Группа Ad (G) относительно компактна в Aut (L (G)). 

(ii”) Группа Ad (С) относительно компактна в End (Ё (С)). 

(у) В любой окрестности единичного элемента EEG содержится окрестность, 
инвариантная относительно внутренних автоморфизмов. (Ср. Интегр., гл. VII, $ 3, 
n° |, предложение 1.) 

5) Пусть А — замкнутая подгруппа в СЁ (3, В), состоящая из матриц (ai) 
со свойствами а; =0 при {>> |, а, =1 для 1 <1<3, а12 ЕЙ, аззе 7; пусть В — под- 
группа в À, выделяемая условиями а12 = а2з =0, ai3 ЛЯ, и пусть G=A/B. 

а) Показать, что G — одномерная группа Ли с компактной алгеброй Ли. 

6) Показать, что С (G)= are и что Со — максимальная компактная 
подгруппа в G. 

в) Показать, что С не является полупрямым произведением Go на некоторую 
подгруппу. 

6) Показать, что для компактности (вещественной) алгебры Ли необходимо 
и достаточно существование такого базиса (ei), AE&L, для которого структурные 
константы Yayy антисимметричны по индексам A, р, У (т. €. ул = — Ул = — Yan) 
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7) Инволютивной алгеброй Ли называется (вещественная) алгебра Ли g, 
снабженная автоморфизмом $, обладающим свойством 555= 14. Обозначим через 


gt (coors. g ) собственное подпространство для $ в дс PR ER TRES значением 
1 (соотв. — 1). 

a) Показать, что д * — подалгебра в 9, ag является д *-модулем; справедливо 
включение [g_, в ]J=g*,u пространства g* Hg ортогональны относительно формы 
Киллинга. 

6) Показать, что следующие условия эквивалентны: 

(i) 9*-Moaysıp в прост; , 

(ii) g* — максимальная подалгебра в в, отличная от g. 

Если эти условия выполнены и если алгебра Ли g* не содержит никакого He- 
нулевого идеала алгебры Ли g, то говорят, что инволютивная алгебра Ли (д, $) не- 
приводима. 

в) Предположим, что д полупроста. Показать, что следующие условия эквива- 
лентны: 

(i) единственными идеалами в в, устойчивыми относительно $, являются {0} и 9; 

(ii) g либо проста, либо является суммой двух простых идеалов, переставляе- 
MbIX $5. 

Показать, что эти условия выполняются, когда (4, $) неприводима (заметить, 
что в является прямой суммой 5$-устойчивых идеалов, и проверить (ii)). 

г) Предположим теперь, что д полупроста и компактна. Показать, что инволю- 
тивная алгебра Ли (6, $) неприводима тогда и только тогда, когда $ — нетожде- 
ственное преобразование и (4, $) удовлетворяет условиям пункта в) (пусть р — 
подмодуль в в "-модуле g” ид — его ортогональное дополнение относительно фор- 
мы Киллинга; заметить, что [p, а|=0, и вывести отсюда, что р-{ [р, р] — идеалв д). 

д) Доказать, что в является прямой суммой семейства {6} ic 5-устойчивых 
идеалов, так что go состоит из 5$-неподвижных точек, а (gi, S|gi;) — неприводимые 
инволютивные алгебры Ли при 1<1< и. 

8) Пусть С — компактная полупростая группа Ли, и — ee ER CE поряд- 
ка 2, К — связная компонента единицы в множестве неподвижных точек для 
и и À — многообразие С/К (в этом случае однородное пространство À называют 
симметрическим). 

а) Показать, что если С почти проста, то К — максимальная связная замкну- 
тая подгруппа в С, отличная от С; иначе говоря (гл. Ш, $ 3, упражнение 8), дейст- 
вие С на Х примитивно. В этом случае говорят, что симметрическое пространство 
Х неприводимо. 

6) Предположим, что многообразие Х односвязно; показать, что оно тогда 
изоморфно произведению многообразий, каждое из которых изоморфно либо группе 
Ли, либо неприводимому симметрическому пространству. 

9) Пусть а — вещественная или комплексная алгебра Ли и С — компактная 
подгруппа в Ац{ (а). Показать, что а обладает С-устойчивой подалгеброй Леви 
(гл. I, $ 6, n° 8, определение 7) (свести к случаю, когда радикал а коммутативен, 
и использовать Интегр., гл. VII, $ 3, n° 2, лемма 2). 


§ 2 


1) Пусть С — компактная связная ney Ли и g — ее элемент. 

‚ а) Показать, что существует целое число п >1, такое, что централизатор 2 (g") 
связен (доказать, что для подходящего п замкнутая подгруппа, порожденная g", 
является тором). 
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6) Предположим, что размерность пространства Ker (Ad 5" — 1) не зависит от 
п (прип> |). Показать, что Z (5) связен. 

в) Если элемент 5” регулярен при всех n>1, то Z (5) связен. 

2) Показать, что всякая связная комплексная группа Ли является полупрямым 
произведением своей производной группы на некоторый тор (если Т — максималь- 
ный тор в С, заметить, что ТПО (С) является тором). 

3) Пусть G — компактная группа Ли, д — ее алгебра Ли и $ — подпространст- 
BO В 9, KOTOPOE вместе с любыми тремя элементами X, у, 2 содержит [x, [y, 2]. Пусть 
YF — совокупность коммутативных подалгебр в в, содержащихся в $. Показать, что 
связная компонента единицы стабилизатора $ в С действует TPAH3ATHBHO Ha множе- 
стве максимальных элементов в Z (рассуждать, как в доказательстве теоремы |). 

4) Пусть С — связная компактная группа Ли, Т — максимальный тор 
в G uS — подтор в 7. Обозначим через & (соотв. F) Ares (соотв. централи- 
затор) SB W,(T). 

а) Доказать, что группа Мс ($)/2 с ($) изоморфна 2/F. 

6) Пусть Н — связная замкнутая подгруппа в С, в которой S является макси- 
мальным тором. Показать, что каждый элемент группы W,,(S), рассматриваемый 
как автоморфизм $, является ограничением на $ некоторого элемента из 2. 

5) Пусть G — связная компактная группа Ли и $ — тор в С. Показать, что 
следующие условия равносильны: 

(i) $ содержится в единственном максимальном торе; 

(ii) 2 с(5) — максимальный тор; 

(iii) $ содержит регулярный элемент. 

6) Пусть С — связная компактная группа Ли, Т — максимальный тор в С, g 
(соотв. t) — алгебра Ли группы С (соотв. T) Hi: t— 9 — каноническое вложение. 
Показать, что отображение ‘i: g* — t* определяет после перехода к факторотобра- 
жению гомеоморфизм g*/G на t*/W с (Т). 

|| 7) Пусть X и У — два связных отделимых вещественных многообразия класса 
С’ (1 <r<o) и размерности п; пусть}: À — У — собственный морфизм класса С”, 
снабженный ориентацией F (Мн., Св. pes., 10.2.5). 

а) Показать, что существует и единственно вещественное число d, для которого 


справедливо равенство \ fr a=d\ a для любой скрученной (нечетной) диффе- 
X у 


ренциальной формы @ класса С' и степени n на У с компактным носителем (исполь- 
зовать Mn., Св. pes., 11.2.4). 

6) Пусть уеЕ У такова, что f этален во всех точках | ' (y). Для xf! (и) поло- 
жим V; (|) =1 (соотв. v, (1) = — 1), если отображения F, и fr (Mn., Ce. pes., 10.2.5, 
пример b)) множества Or (T, (X)) 8 Or (Ти (У)) совпадают (соотв. противоположны). 


Доказать, что d= 3 у, (Г), так что de Z. 
xef ' (у) 

Число 4 называют степенью морфизма f и обозначают через deg f. Если X= 
= Уиесли X ориентируемо, в качестве F берут отображение, сохраняющее ориента- 
цию À. 

в) Если deg |==0, показать, что f сюръективен. 

г) Если существует такая точка хеЕХ, что f ' (f (x))={x} и f этален в x, то 
f сюръективен. 

8) Пусть С — связная компактная группа Ли и 45 — нормированная мера 
Хаара на С. 
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a) Пусть f: @ — G — морфизм многообразий; для ве С отождествим с по- 
мощью левого сдвига дифференциал 7,(f) с линейным отображением L(G) 8 L(G). 
Доказать равенство 


deg f. | 9 (в) dg= \ o (f(g) det 7, (N ав 
С G : 


для любой функции @, интегрируемой Ha С (с комплексными значениями), и ра- 
венство 


deg f= \ det T, (f) dg. 
G 


6) Пусть pe: G— С — отображение, переводящее g в g*. Доказать pa- 
венство 


deg v=\ det (I+Ad g+... +(Ad в)" ав. 
) | 


в) Пусть T — максимальный тор в С и T, — множество регулярных эле- 


ментов в Г. Показать, что exp, (T,)CL(T) и $ (T)<ZT-, для всех > 1. 


г) Показать, что deg 4, = Е" (Т); вывести отсюда равенство 


\ det (1+ Ad g+... + Ad gl) dg вт N, 
G 


9) Это упражнение посвящено другому доказательству теоремы 2. Пусть 
С — связная компактная группа Ли, Г — максимальный тор в С и N — его норма- 
лизатор. Обозначим через GX Nr фактормногообразие С X T по действию группы N, 
определенному формулой (а, t).n=(gn, n—' tn) (Mn., Ce. рез., 6.5.1). 

а) Показать, что морфизм (g, }н> gtg—' многообразия С XT в С определяет 
после перехода к факторотображению аналитический морфизм f: Gx "71> 6. 

6) Пусть 6 — такой элемент 7, степени которого плотны в Т (Общ. Ton., 1969, 
гл. УП, $ 1, n° 3, следствие 2). Показать, что f ' (0)={х}, где x — класс пары (e, 60) 
в GXNT, и что Î этален в точке x. 

в) Вывести из упражнения 7T), что | сюръективен, и получить отсюда другое 
доказательство теоремы 2. | 

10) * В этом упражнении используется следующий результат из алгебраической 
топологии (формула Лефшеца !)): пусть À — конечномерное компактное MHOTO- 
образие и f — морфизм X в себя. Предположим, что множество F неподвижных 
точек для | (т. е. таких, что | (х)=х) конечно и что для всех хеЕР число 6 (x)= 
= det (1—7,(f)) отлично от нуля. Обозначим через Н' (f) эндоморфизм линейного 
пространства H' (X, В), индуцированный отображением | (при i>0). Тогда 


8/18 (= У (= Ши HG. 


xeF i>0 


1) Доказательство см., например, в статье: Lefschetz $. Intersections and trans- 
formations of complexes and manifolds.— Trans. Атег. Math. Soc., у. 28, 1926, 
р. 1—49. (См. также: Дольд А. Лекции по алгебраической топологии.—М.: Мир, 
1976.— Ред.) 
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Пусть С — связная компактная группа Ли и Т — максимальный тор 
в С. Для се С обозначим через т (5) автоморфизм многообразия G/T, порожденный 
левым сдвигом на 5. | 

а) Пусть { — такой элемент из 7, что порожденная им подгруппа плотна 
в Г. Показать, что неподвижными точками автоморфизма т (1) являются классы NT 


для пеЕМ с (Т). Вывести отсюда, что (Мс (Т): T)= я dimg Н' (G/T, В). 
.i>0 

6) Пусть g — произвольный элемент из С; показать, что множество неподвиж- 
ных точек автоморфизма т (5) непусто, и вывести отсюда еще одно доказательство 
теоремы 2., 

11) Пусть С — компактная группа Ли. Говорят, что подгруппа S в С есть под- 
группа типа (С), если она совпадает с замыканием некоторой циклической подгруп- 
пы и имеет конечный индекс в своем нормализаторе. 

а) Пусть $ — подгруппа типа (С); показать, что So — максимальный тор в Go 
и что $ является прямым произведением So и некоторой конечной циклической под- 
группы. Я 

6) Доказать, что каждый элемент LE С содержится в некоторой подгруппе 
типа (С) (рассмотреть подгруппу, порожденную & и максимальным тором в Z (g)o). 

в) Пусть $ — подгруппа типа (С)и s — такой элемент в $, что его степени плот- 
ны в S. Показать, что каждый элемент из SGo сопряжен с помощью Int (Со) с эле- 
ментом из SSo (использовать метод упражнения 10). 

г) Обозначим через р: С > G/Go естественную проекцию. Показать, что ото- 
бражение $ н>р ($) задает биекцию множества классов сопряженности подгрупп 
типа (С) в С на множество классов сопряженности циклических подгрупп в С/ Со. 

д) Пусть $ — подгруппа типа (С) в С; обозначим через $, множество таких ee 
элементов, образ которых в S/So порождает S/So. Показать, что два элемента из So, 
сопряженные в С, сопряжены в Мс (5). 


$3 


1) Пусть С — компактная группа Ли размерности >0. Для того чтобы 
любая конечная коммутативная подгруппа в С была циклической, необходимо 
и достаточно, чтобы G была изоморфна либо U (1, С), либо SU (2, С), либо нормали- 
затору максимального тора в SU (2, С). 

2) Обозначим через К одно из тел В, С или Н и через п — целое число 

=> 1. Снабдим пространство Kf обычной эрмитовой формой. 

а) Показать, что U (п, К) — компактная вещественная группа Ли. 

6) Доказать, что единичная сфера в Ks является (вещественным) однородным 
пространством Ли для группы U (п, К); стабилизатор точки изоморфен U (п— 1, К). 

в) Вывести отсюда, что группы U (и, С) и U (п, H) связны, а группа О (п, В) 
имеет две связные компоненты. 

г) Показать, что группы SO (п, В) и SU (п, С) связны. 

д) Показать, что группа О (п, В) (соотв. U (п, C)) является полупрямым про- 
изведением 2/27 (соотв. Т) на $0 (п, В) (соотв. SU (п, С)). 

3) а) Показать, что алгеброй Ли BEHELTIFHEO группы Ли U (п, H) является 
множество матриц x =M, (Н) со свойством ‘x= —x, снабженное скобкой [x, y]= 
=ху— ух. Обозначим ее через u (п, Н). 

6) Отождествим С с подполем В (i) в Ни C?" с Н" с помощью изоморфизма 
(21, ..., Zan) > (21 + jZa+ 1, ..., Zn + j22n). Доказать, что U (п, Н)= У (2n, C)N Sp (2n, С). 
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в) Вывести из 6), что всякая (вещественная) простая компактная алгебра Ли 
типа C, изоморфна и (п, H). | 

4) Пусть п — целое число > 1. 

а) Показать, что группа SU (п, С) односвязна (использовать упражнение 2). 

6) Показать, что центр группы SU (п, С) состоит из матриц вида A./„, где AEC, 
Kl: 
в) Всякая почти простая компактная группа Ли типа À, изоморфна фактор- 
группе группы SU (n +1, С) по циклической подгруппе, состоящей из матриц вида 
С". ии, O<k<d, где 4 — делитель n +1, a & — примитивный корень степени 4 из 
единицы. 

г) Доказать, что группа SL (п, С) односвязна (использовать. гл. Ш, $ 6, n° 9, 
теорема 6). 

5) Для целого n > 1 через Spin (п, В) обозначается приведенная группа Клиф- 
форда, ассоциированная с обычной квадратичной формой на В" (Aue., гл. IX, $ 9, 
п° 5). 

а) Показать, что Spin (п, В) — компактная группа Ли и что сюръективный 
гомоморфизм ф: Spin (п, R)— SO (п, В) (см. там же) аналитичен и его ядро — это 
6) Для n>2 показать, что Spin (п, В) — связная и односвязная группа (ис- 
пользовать упражнение 2). Группа sıı (SO(n, R)) циклическая порядка 2. 

в) Пусть Z, — центр группы Spin (п, В). Показать, что при нечетном п Z,= 
—={1, —1}, а при четном п>2 Z,={l, —l, в, —}, где e=e: ... Cn — произведение 
элементов канонического базиса в В”; группа Ze, изоморфна (2/22)? (соотв. 2/47), . 
если г четно (соотв. нечетно). 

г) Доказать, что всякая почти простая связная компактная группа Ли типа 
В, (п>2) изоморфна либо Spin (2n+ 1, В), либо SO (2n +1, В). 

д) Если г нечетно (соотв. четно) и >2, то всякая почти простая связная ком- 
пактная группа Ли типа D, изоморфна либо Spin (2r, В), либо SO (2r, В), либо 
SO (2r, R)/{+ Iar} (соотв. либо одной из перечисленных групп, либо Spin (27, R)/{1, =}. 

6) а) Показать, что компактная группа Ли U (п, H) связна и односвязна (ис- 
пользовать упражнение 2) и ее центр есть {+/n}. 

6) Всякая почти простая связная компактная группа Ли типа C, (п >> 3) изомор- 
фна либо U (п, H), либо U (п, H)/{+1;}. 

7) Пусть А — алгебра октонионов (называемых также октавами или числами 
Kann; Alg., chap. III, р. 176) с каноническим базисом (e), <; <7 (см. там же). Обозна- 


чим через У пространство чисто мнимых октонионов, порожденное векторами 
ет, ..., ет, и через Е подпространство У, натянутое на векторы ет, 2, ез, 65, 66, ет. Ото- 
ждествим с полем комплексных чисел С подалгебру в À, порожденную Eo и ед, и пусть 
С означает группу автоморфизмов алгебры А. 

а) Обозначим через Q квадратичную форму на У, индуцируемую нормой Кэли, 
так что (е) |<;<7 — ортонормированный базис в У. Доказать, что отображение 
ot>o|V является инъективным гомоморфизмом С в группу SO (0), изоморфную 
SO (7, В). 

6) Показать, что умножение в алгебре А снабжает E структурой трехмерного 
комплексного пространства с базисом {е1, eo, es}. Обозначим через Ф эрмитову форму 
на E, относительно которой этот базис ортонормирован. Пусть Н — стабилизатор е4 
в С. Показать, что отображение o+>o|E является изоморфизмом H на группу 
SU (®), изоморфную SU (3, С). Отображение © + 0 (e4) задает вложение С/Н в V, 
образом которого является сфера Se. 

в) Пусть T — тор в H, состоящий из таких `автоморфизмов о, для которых 
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O (ео) = ео, © (е!) = ме1, в (е2) =Вез, о (ез)=\ез, о (4) =е4, д (е5) = Aes, 0 (ев) = Ве, 
o (er)= ‘ет, где а, В, у — три комплексных числа, равных | по модулю и связанных 
равенством Ву = 1. Пусть N — нормализатор T в G; показать, что N/T имеет поря- 
док 12 (заметить, что каждый элемент из N должен сохранять множество е,, i Æ 
520); вывести отсюда, что ранг С равен 2. 

г) Показать, что G — связная полупростая группа типа G2 и что G/H отожде- 
ствляется с $5 (показать, что Со ==Н; вывести отсюда, что Со — группа типа С», 
затем использовать соображения размерности). Всякая компактная группа типа С. 
изоморфна С. 

8) Пусть G — почти простая связная компактная группа Ли типа An, Ви, С», Da 
или Go. Доказать, что M2 (G)=0, a лз (G)=Z (использовать упражнения 2—7 и тот 
факт, что л;(5„) — тривиальная группа при i<n и циклическая при i=n, 
ср. Тор. gen., chap. XI). 

9) Пусть в — компактная алгебра Ли и t — подалгебра Картана в в; пусть 
(Х JaeRr— такая система Шевалле в расщепленной редуктивной алгебре Ли 
(dc <), что X, H Х_„ сопряжены (относительно 9) для всех AER. 

а) Пусть Я — подмодуль 2-модуля tc, содержащий iH, («= А) и такой, что 
a(7) 21 для всех а = К. Показать, что подмодуль Э7-модуля вс, порожденный 


Я и элементами Un, Va (GER), является 7-подалгеброй Ли в g. 

6) Предположим, что g (соотв. t) — алгебра Ли компактной группы G (co- 
отв. максимального тора 7 B С). Пусть Г (Т) — ядро гомоморфизма exp}: t > T. По- 
казать, что Й-модуль (2) ' Г (Т) удовлетворяет условиям пункта а). 

в) Пусть < ., +) — инвариантное скалярное произведение на в; пусть p (соотв. 
т) — мера Хаара Ha g (соотв. t), соответствующая мере Лебега при отождествлении 
д (соотв. t) с пространством В” с помощью ортонормированного базиса. Обозначим 
тем же символом и (соотв. т) меру на g/& (соотв. t/7 ), которая является фактор- 
мерой меры U (соотв. т) по нормализованной мере Хаара на $ (соотв. Я’). Доказать 


формулу в (в/9)=т (/7) || CH iH). 
ае=К 


$4 


1) Пусть С означает одну из групп SU (п, С) или U (п, Н); отождествим 
G¢ ¢ sl (п, С) или sp (2n, С) соответственно, ср. $ 3, n° 4 и упражнение 3. Используем 
обозначения из гл. VIII, $ 13,n°1 uw n° 3c R=C. 

а) Показать, что подгруппа Т в С, состоящая из диагональных матриц с ком- 
плексными коэффициентами, является максимальным тором и что Е(Т)©=Ъ. 

6) Отождествим X (Т) с подгруппой в b* с помощью гомоморфизма 6. Показать, 
что линейные функционалы €; и фундаментальные веса W; принадлежат X (7). Если 
t= diag (В, ..., 4) ET, то & (= и (=... для 1 Ki, j < п. 

с) Вывести из 6) другое доказательство того факта, что pr SU (п, С) 
и U (п, H) односвязны (ср. $ 3, упражнения 4 и 6). 

2) Пусть G=SO (п, В), n >3; положим п=21- 1, если п нечетно, и п — 21, если 
п четно. Алгебра 9. отождествляется с о (п, С); используем обозначения из гл. VIII, 
$ 13, nn° 2 и 4. Обозначим через (); <:<„ канонический базис BR”. Положим 


1 4 1 
SE a. и ni a = м. для 1<]<Ь eo iV2 fur: при не- 


четном п; в пространстве С” выберем базис Витта е1, ..., е, е—ь ..., е_1, если п четно 
(соотв. ет, ..., е, ео, е—ь....е_1, если п нечетно). 
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а) Пусть H; — подпространство в В”, порожденное [5—1 и fa (ISIS) пока- 
зать, что подгруппа в С, образованная такими элементами gy, что в (Н)<Н; 
и det (gl Н;) =1 для 1 <i< 1, является максимальным тором T в С, и что L (T)c= D: 
6) Отождествим Х (Т) с подгруппой в b* с помощью 6. Показать, что линейные 
функционалы €; принадлежат X (Т); если t]@T и если ограничение ¢ Ha Н, является 


id, 
поворотом на угол 6,, то e; (t)=e |. Веса ©, ..., 5—2, 20; ı, 2), W;— 1 +W; принадле- 
жат X(T). Если п нечетно, G,_, принадлежит X (7). 
в) Пусть G=Spin(n, В) и x G > С — каноническое накрытие. Для 0— 


= (6,, ..., 0) = В‘положим Ё (0) = Il cee 0;—fei—1 for sin 0;) = G. Показать, что мно- 

i=1 : 
жество элементов # (0) для 0 <= В' является максимальным тором 7 в С ичто ф(Т)= 
=T. При отождествлении X (7) с подгруппой в b* имеем =; (1 (6)) =e7""i. 

г) Показать, что веса W,_ı и ©, принадлежат X(7); вывести отсюда, что 
Spin (п, В) — односвязная группа (ср. $ 3, упражнение 5). 

3) а) Показать, что автоморфизм о: At> А группы SU (п, С) при п >> 3 не явля- 
ется внутренним. Всякий не внутренний автоморфизм SU (п, С) имеет вид Int (g)oo, 
geSU (п, С). 

6) Показать, что для всякой почти простой связной компактной группы С типа 
An (n>2) группа Aut (G)/Int (G) циклическая порядка 2 (cp. $ 3, упражнение 4). 

4) Пусть п — целое число >2. 

а) Пусть g=O (2n, В) и det g= — 1; показать, что автоморфизм Int (5) группы 
О (2n, В) задает автоморфизм SO (2n, В), который не является внутренним. 

6) Для n>2 группа Aut (SO (2n, R)) совпадает с группой Int (О (21, R)) (изо- 
морфной О (2n, R)/{+ 124). 

в) Установить аналогичный результат для Spin (2п, В) и SO (2n, R)/{+ Ian}. 
Если п четно и не равно 2, всякий автоморфизм группы Spin (2n, В)/{1, =} ($ 3, 
упражнение 5) является внутренним. 

5) Пусть R — неприводимая приведенная система корней. 

а) Показать, что совокупность длинных корней в А замкнута, симметрична 
и устойчива относительно (К). 

6) Показать, что всякое непустое подмножество Р в К, замкнутое, симметричное 
и устойчивое относительно W (R), совпадает либо с К, либо с подмножеством длин- 
ных корней. / | 

в) Пусть PR. Показать, что если К имеет тип B, (соотв. Сь, F4, G2), To P имеет 
тип D, (соотв. (Ai), Ds, Ab). 

6) Пусть Н — замкнутая подгруппа в С, содержащая Мс (7). 

а) Показать, что Я совпадает со своим нормализатором в С и что группа Н/Но 
изоморфна W/ Wa, (T). 

6) Показать, что R (Но, Г) устойчиво относительно W. Обратно, если К — 
связная замкнутая подгруппа, содержащая Г и такая, что А (К, Т) устойчиво отно- 
сительно W, то нормализатор К содержит Мс (Т). 

в) Предположим, что С почти. проста. Доказать, что Н совпадает либо с Мс (7), 
либо с G, за исключением следующих случаев: 

a) (соотв. а’) ) @ = Spin (21-1, В) (соотв. G=SO (21-1, R)) и Но — стабилиза- 
тор ненулевого вектора в В?'+'!, изоморфный Spin (21, В) (соотв. SO (21, R)); 

В) G=U (1 H) и Ho= D — подгруппа диагональных матриц; 

В’) G=U (/, Н)/{ Ши Ho=D/{+1;; 

7) С — группа типа F, и Но изоморфна Spin (8, В); 
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5) С — группа типа Ga и Но — подгруппа (изоморфная SU (3, C)), определен- 
ная в упражнении 7 к $ 3. 

7) Пусть т: G— СЕ (У) — непрерывное представление С в конечномерном 
вещественном пространстве. Предположим, что dim, И, <! для любого AEX (7). 

а) Показать, что представление т является прямой суммой конечного набора 
(x): <i<s Неприводимых попарно неизоморфных представлений, коммутанты 


Ki (1 <#< $) которых изоморфны В или С. 

6) Для того чтобы на У существовала структура комплексного векторного 
пространства, относительно которой операторы изт (G) были бы С-линейны, необхо- 
димо и достаточно, чтобы Kj, ..., К; были изоморфны С; в этом случае имеется 2° 
таких структур. 

8) Пусть H — связная замкнутая подгруппа максимального ранга в С, b — ee 
алгебра Ли, Х — многообразие С/Н и У — касательное пространство к Х в точке, 
соответствующей смежному классу Н; отождествим У с факторпространством g/b. 

а) Пусть j — почти комплексная структура на X (Mn., Ce. pes., 8.8.3); обозна- 
чим через У” (7) подпространство в С @ У, образованное элементами и со свойством 
j(u)= —iu, и через а (7) — прообраз У” (j) в вс так, чтобы каноническое отображе- 


ние У > вс/а (ji) было С-линейным изоморфизмом (при условии, что У снабжает- 


ся комплексной структурой, соответствующей 1). Доказать, что отображение 
jt q (j) является биекцией множества почти комплексных структур Ha À, инвари- 
антных относительно С, на множество комплексных подпространств P в вс, удовлет- 


воряющих следующим условиям: 


(1) P+P=0o 
(2) pNp= bo 
(3) 6, Pl p. 


6) Для того чтобы такая структура Ha À существовала, необходимо и достаточ- 
но, чтобы все коммутанты неприводимых подпредставлений присоединенного пред- 
ставления Н в У были изоморфны С; при этом условии имеется 2° таких структур, где 
$ — число неприводимых подпредставлений в У (использовать упражнение 7). 

в) Пусть j — почти комплексная структура на X, инвариантная относительно С, 
ир=а (j) — соответствующее подпространство. Для того чтобы j была интегрируе- 
мой (т. е. соответствовала структуре комплексно-аналитического многообразия на 
X, ср. Мн., Ce. рез., 8.8.5— 8.8.8) , необходимо и достаточно, чтобы р удовлетворяло 
условию 


(4) | [р, lp. 


г) Для того чтобы на Х существовала комплексная (т. е. интегрируемая почти 
комплексная) структура, инвариантная относительно С, необходимо и достаточно, 
чтобы подгруппа Н была централизатором некоторого тора в С (показать, что из 
приведенных выше условий (1) — (4) вытекает, что р — параболическая подалгебра 
вас (ra. УШ, $ 3, n° 5)); эти комплексные структуры взаимно однозначно соответ- 


ствуют параболическим подалгебрам р в`вс, которые являются прямой сум- 
мой {с и своего нильпотентного радикала (ra. VIII, $ 3, n° 4). 
д) Доказать, что существует в точности Сага (W) комплексных структур на 


G/T, инвариантных относительно С; если о и 0’ — две такие структуры, TO сущес- 
твует единственный элемент WE W, для которого каноническое действие w Ha G/T 


«+ 
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(с помощью внутреннего автоморфизма) переводит o в 0’. Если w — неединичный 
элемент из W, то действие на G/T не является С-аналитическим ни для какой 
комплексной структуры Ha G/T, инвариантной относительно G. 

е) Определить комплексные структуры Ha S°, инвариантные относительно 
SO (3, В). | 

ж)* В обозначениях упражнения 8г) пусть Gl — комплексификация СиР — 
комплексная подгруппа Ли в: С сс алгеброй Ли р. Показать, что каноническое ото- 
бражение С/Н -> С с/Р является изоморфизмом комплексно-аналитических много- 
образий.. 

9) Пусть Н — связная замкнутая подгруппа максимального ранга в С, отлич- 
ная от С и максимальная среди подгрупп с такими свойствами. Обозначим через 
Z факторгруппу С (Н)/С (С). 

a) dim Z< 1, если dim Z=0, то Z имеет порядок 2, 3 или 5 (свести к случаю 
почти простой группы G с тривиальным центром; применить гл. VI, $ 4, упражне- 
ние 4). | 

6) Предположим, что С почти проста и Z имеет порядок 3 или 5; положим 2= 
— Сага Z u n=Card (nı (H))/Card (ri (G)). Показать, что возможны лишь следую- 
щие семь случаев: 

(i) С — типа Go, Н — типа А», z=3, n=1; 

(ii) С — типа F,, Н — типа А› ЖА», z=n=3; 

(ii) С — типа Ey, Н — типа А. ЖА» ЖА», г=л=3; 
(iv) С — типа Е» Н — типа A,xA,„ г=л=3; 

(У) @ — типа Е» Н — типа Аз, z=n=3; 

(vi) С — типа E, Н — типа A,xXA,„2z=n=3; 
(vi) С — типа E, Н — типа A,XA,, z=n=5. | 


(Использовать то же упражнение и таблицы из гл. VI; для вычисления л заметить, 
что если [ и |’ означают индексы связности С и Н соответственно, то гл}=}.) 

в) В каждом из предыдущих случаев определить группу Н. 

10) Сохраним обозначения предыдущего упражнения. 

а) Предположим, что dim Z =1. Тогда на С/Н есть ровно две С-инвариантные 
комплексные структуры; существует автоморфизм группы С, сохраняющий Н и пе- 
реводящий одну из этих структур в другую (использовать упражнение 8). 

6) Определить комплексные структуры Ha P, (С), инвариантные относительно 

SU (n+ 1, ©). 
: в) Предположим, uro dim 2 =0и Сага Z 2. Показать, что на С/Н существует 
С-инвариантная почти комплексная структура (если г — элемент С (Н), не цен- 
тральный в С, то Int (2) задает автоморфизм С/Н нечетного порядка (упражнение 
9); использовать упражнение 8 6) ). Показать, что на G/H не существует С-инвари- 
антной комплексной структуры (использовать упражнение 8г)). 

г) На S¢ не существует комплексной структуры, инвариантной относительно 


SO (7, В) (использовать упражнение 7 к $ 3). 

11) Сохраним обозначения упражнений 9 и 10. 

а) Для того чтобы однородное пространство G/H было симметрическим ($ 1, 
упражнение 8), необходимо и достаточно, чтобы 2 была порядка 2 или размерности 
1. В этом случае симметрическое пространство G/H неприводимо (см. там же). 

6) Предположим, что dim Z = 1; обозначим через X комплексно-аналитическое 
многообразие С/Н. Показать, что имеет место один из следующих случаев: 

(i) hi — типа А, а D(H)— типа A,-ıXÄ,-,; X изоморфно грассманиану 
G (CT } 
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(ii) С — типа В a D(H) — типа B;-,; X изоморфно подмногообразию в P», (С), 
на котором обращается в нуль невырожденная квадратичная форма (гладкая про- 
ективная квадрика). 

(ii) G — типа D,, a D (A) — типа D,- ı; X изоморфно гладкой проективной квад- 
puke в Pa, (C); 

(iii) С — типа Сьа D (H) — типа A,_ı; X изоморфно подмногообразию в С, (C”’), 
образованному всеми максимальными изотропными подпространствами в С*' отно- 
сительно обычной знакопеременной билинейной формы в С". 

(iv) @ — типа D,, a D(H) — типа A,_ı; X изоморфно подпространству в G,(C?!), 
образованному максимальными изотропными подпространствами в С?' относитель- 
но обычной симметрической билинейной формы в С"'. 

(У) @ — типа Е, a D(H) — типа D. 

(vi) С — типа E,, a D(H) — типа Eg. 

в) Предположим, что Card Z=2; перечислить возможные случаи. Если @ — 
типа А; Br, С; или Dj, показать, что вещественное многообразие G/H изоморфно 
грассманову многообразию С, (K?), где K=R, С или Н. 

| 12) Предположим, что С односвязна; для всех «= (С, T) положим &= 

_=exp (('/2) Ka). Положим М=Мс(Т) и обозначим через ф: N > W каноническое 


отображение. Пусть В — базис в К (С, Т); для каждого & EB выберем элемент N. из 
(МП $) -(TNSa). 
а) Показать, что ф (И) = 5а и п =, откуда n 
6) Пусть a и В — два различных элемента из В и тов — порядок элемента РЕ 
в №. Доказать, что 


= 1. 


N Ne=Nen, если тав=2, 
N Neh =Nen fe, если Map=3, 
; (nn) =(ngn,)”, если т в=4, 
(пп) = (пвп), если т„в=6 


(если, например, т.в=3, TO (SaSp) Sa (5а5в) '=58 И 5а5в (&)=В; показать, что 
Nafpnang 'па'пь' принадлежит Sp, и воспользоваться тем, что Sal Sp T ={e}). 

в) Вывести из 6), что существует единственное сечение у: W — М отображения 
ф, для которого v (5«)= Па H v (ши) = (w) v (w’), если 1 (ww’)=1(w)+1(w’) (через 
[(№) обозначается длина W относительно системы образующих (5„)„ =p; CP. гл. IV, 
$ 1, n° 5, предложение 5). Положим ñy = (и). 

г) Пусть W* — подгруппа в N, порожденная элементами п; показать, что W* [] 
ПТ является подгруппой Ta в T, образованной элементами порядка <2, и что 
W отождествляется с W*/To. 


д) Пусть we W — элемент порядка 2; показать, что пь = | Г; THE Re 
aeR 
множество тех положительных корней &, для которых W (a)<0 (записать w в виде 
Sa Sa, где r=!(w)u «= В; применить в) и гл. VI,§ 1, n° 6, следствие 2 к предло- 
жению 17). 


е) Предположим, что С почти проста. Пусть с — преобразование Кокстера из 
W u h — число Кокстера группы (гл. УТ, $ 1, п° 11). Показать, что п = | г 


ае=К, 


(использовать в), д) и упражнение 2 из гл У, $ 6). 


13) а) Выберем базис В в А (С, T) и обозначим через Ry множество положи- 
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тельных корней B (С, Т). Показать, что г; = I] exp ((1/2) K,) — элемент из 
a=R 
+ 


С (С), не зависящий от выбора Т и В; кроме того, 20 = 
6) Пусть Н — другая связная компактная группа Ли. Тогда 2, н=(2 с, 2н)}; 


если f: G— H — сюръективный морфизм групп ЛИи, то | (2с)=2н. 
в) Положим Ю =^ (С, Г); предположим, что С односвязна, так что X (7) ото- 
_ ждествляется с Р (К). Показать, что ядром гомоморфизма X+> x (26) группы X (7) 
в {l, —1} служит подгруппа P’ (R), определенная в упражнении 8 к гл. VI, $ 1. 
г) Если G=SU (п, С), то гв=(— 1" Г; 
если G=SU (п, H), то 2с= —1,; 
если С = Spin (п, В) и п=0, 1, 2. 7 mod 8, To 2,=]1; 
если С = Spin (п, В) и п= 3, 4, 5, 6 mod 8, то гс.= — 1; 
если С — типа Ee, Es, F4 или Go, то 2с=е; 
если С — типа E7 и односвязна, TO 2; — единственный нетривиальный 


элемент С (G). 

(Использовать гл. УТ, $ 4, упражнение 5.) 

14) Предположим, что группа С почти проста; обозначим через h число Коксте- 
pa для R(G,T) (гл. VI, $ 1, n° 11). Говорят, что g = С — элемент Кокстера, если 
существует такой максимальный тор S в С, что & принадлежит Мс ($) и его класс 
в Ис (5) является преобразованием Кокстера (см. там же). 

а) Показать, что два элемента Кокстера сопряжены (рассуждать, как в доказа- 
тельстве следствия к предложению 10, п°5). | 

6) Элемент Кокстера g регулярен и обладает свойством "= 2 q TA гс — эле- 
мент С (С), определенный в упражнении 13; в частности, & имеет порядок À или 2h 
в зависимости от того, равен или не равен € элемент г; (использовать упражнение 
12е)). 

в) Для того чтобы ge С был элементом Кокстера, необходимо и достаточно, 
чтобы автоморфизм Ad & ® 1 ‹ алгебры Ли вс удовлетворял эквивалентным услови- 
ям из гл. VIII, $ 5, FREIE de). 

г) Показать, что всякий регулярный элемент gEG, обладающий свойством 
g"=C (С), является элементом Кокстера; для p<h не существует регулярных эле- 
ментов À, для которых А? =C (С). 

15) Пусть Н — связная замкнутая подгруппа в G. Говорят, что Н является 
сетью, если она не содержится ни в какой связной замкнутой подгруппе максималь- 
ного ранга в С, отличной от G. 

а) Показать, что Н является сетью тогда и только тогда, когда ее централиза- 
тор в С совпадает с С (С). В частности, если Н — сеть, то С (Н)=С (С)ПН. 

6) В дальнейшем будем предполагать, что H — сеть. Показать, что для любого 
максимального тора ‹ $ в Н справедливо равенство С (Н)=$ ПС (0). 

в) Пусть H’ — связная замкнутая подгруппа в С, содержащая H. Показать, что 
rg H<rg H’, и вывести отсюда, что Н является сетью в HH’. 

г) Пусть К — связная замкнутая подгруппа в Н, которая является сетью 
в Ни содержит регулярный элемент группы С. Показать, что К является сетью в G. 

16) Пусть H — связная замкнутая подгруппа в С, для которой ТПН=$ — 
максимальный тор в H. Пусть A&R (Н, $); обозначим через R (À) множество корней 
из А (С, T), ограничение которых на $ совпадает с À. 

а) Показать, что R (À) непусто. 
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6) Пусть we Ир (5); показать, что существует элемент we W g (Г), для которо- 
го R(wA)=w R (À) (использовать упражнение 4 из $ 2). 

в) Пусть P(A) — пересечение с А (С, 7) подгруппы X (T), порожденной R (A). 
Показать, что существует такая замкнутая подгруппа С) в С, содержащая Т, что 
Р (A)=R (Gi, T). Вывести отсюда, что отражение $, <= | (5) является ограничением 
на $ произведения отражений Se, &ЕЕР (À). 

г) Показать, что узловой вектор К» е= [ ($), соответствующий A, является цело- 
численной линейной комбинацией векторов K,, «© К (A). 

д) Пусть В, — базис в R (Н, 5). Показать, что К (À) содержится в подгруппе 
X (Г), порожденной объединением R (р), = B,, (показать, что множество корней 
ЛЕВ (Н, $), обладающих указанным свойством, устойчиво относительно Sy для 
weB,,, используя B)). 

17) Сохраним обозначения предыдущего упражнения; предположим, кроме 
того, что подгруппа Н является сетью (упражнение 15). 

а) Показать, что А (С, T) содержится в подгруппе X (T), порожденной объедине- 
нием R (A) для AGB, 

6) Пусть A — связная компонента единицы в подгруппе группы $, образован- 
ной теми SE S, для которых À (5) = в (5) для всех A, u из В н. Показать, что существу- 
ет такой базис {1, ..., a} в Ю (С, Г) и такое целое k, OM < 1—1, что А является 
связной компонентой единицы множества тех ЕТ, для которых 


Qa} (sje :.. eas (=, Ar+1 (He... =; (2). 


(Пусть x — такой элемент L ($), для которого 6 (A) (x)= 2ni для всех A&B р; вывести 
из а), что ехрхе>ЕС (С). Выбрать {в 1, ..., a} таким образом, чтобы #6 (a;) (x) было 
нулем при | <]<# и меньше нуля при k+1<j</; показать, что тогда для 
ЛЕВ каждый корень из R (A) имеет вид 


т a+... Пе Xe, 


где j>k+1 и пе М. Завершить доказательство, используя а).) 

в) Показать, что число À не зависит от выбора торов $, Г и базисов В Hy fa, … 
....би}; оно равно рангу производной группы для Z с (A). 

18) Сохраним обозначения упражнений 16 и 17. Говорят, что Н — главная 
подгруппа, если она является сетью и если подтор А содержит регулярный элемент 
(другими словами, если k=0). 

а) Пусть К — связная замкнутая подгруппа в H. Показать, что для того, чтобы 
К была главной в С, необходимо и достаточно, чтобы К была главной в H, а Н — 
главной в С (использовать упражнения 15в), г)). 

6) Впредь будем предполагать, что Н — главная подгруппа. Показать, что 
объединение R (р) для neB, является базисом в А (С, 7). 

в) Пусть a= А (С, Т). Доказать, что ограничение & на $ является целым нену- 
левым кратным некоторого корня AER (Н, $); корень & является суммой элементов 
из А (A) (показать, что след в L (5) гиперплоскости 6 (a) =0 является стенкой в L ($)). 

г) Пусть WER (А, $); показать, что узловой вектор К» является линейной KOM- 
бинацией с целыми положительными коэффициентами элементов К. для GER (À) 
(ср. упражнение 16г) и гл. У, $ 3, n° 5, лемма 6). 

19) Сохраним обозначения упражнений 16—18; предположим, что Н — 
главная подгруппа. Снабдим Х (Т)® В` (соотв. Х ($)® В) скалярным произведе- 
нием, инвариантным относительно W.(T) (соотв. W,,(S)). Пусть À, и — два 


корня из Вр. 
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а) Если À и p ортогональны, то множества R (A) и К (р) ортогональны. Вывести _ 
отсюда, что если С почти проста, то этим свойством обладает и Н. 

6) Предположим в дальнейшем, что п (A, и) = — 1. Показать, что существует 
такое сюръективное отображение и: А (^) — К (в), что для любого ae 
ЕЛ (À) u(a) — единственный кореньв À (и), связанный с & (т.е. не ортогональный 


a); кроме того, K, = Кри корни из К (u) попарно ортогональны (записать К», 
BER (в) 
и К, в виде линейных комбинаций К. и сравнить коэффициенты). 

в) Если п (в, ^) = — 1, отображение и биективно и все пары связанных корней из 
В (A)U В(и) имеют вид (a, u(a)) для ae R(À). 

г) Предположим, чтоп (u, À) = — 2; пусть BER (и). Показать, что u ' (В) содер- 
жит один или два элемента; если u—' (B)={a1, 2}, то корни о (i— 1, 2) ортогональны 
остальным корням из R (A) и имеют ту же длину, что и В, если u ' (В) ={и ||| = 
= ||ß ||, то & связан с единственным корнем @’ & А (À) той же длины, что и а, и {a, a} 
ортогонально к остальным корням из А (A); если u”! (В) ={и || || # |В ||, то & орто- 
гонален остальным корням из R (À). 

д) Изучить аналогично случай п (u, À) = — 3. 

20) Предположим, что группа С почти проста; пусть Н — главная подгруппа 
в С ранга >2. 

а) Показать, что Н — полупростая группа типа By, Cr, F4 или Ga (использовать 
упражнение 19). 

6) Предположим, что Н имеет ранг > 3. Показать, что G — группа типа Ак, Di, 
Ев, Er или Eg (рассмотреть концевые вершины графа Дынкина системы К (С, Т) 
и применить упражнение 19). 

в) Если rg Н>3, показать, что имеет место один из следующих случаев: 


С — типа Ay, (123) и H — типа B;; 
С — типа Ay-ı (l>3) и H— типа Cy 
С — типа D, (124) и Н — типа B;-;; 
G — типа Es и Н — типа F4. 


г) Если Н — типа Bo, то С — типа Аз или Ay. 

д) Если Н — типа Со, то С — типа B3, О4 или Ag. 

(По поводу более подробного описания ситуации см. $ 5, упражнение 5.) 

е) Пусть К — связная замкнутая подгруппа в С, содержащая H; показать, что 
либо К = G, либо К =Н, либо, наконец, À — типа Go, К — типа B3, а С — типа Dy, 
или Ag. 

21) а) Пусть Н — связная замкнутая подгруппа ранга 1 в С. Показать, что 
следующие условия эквивалентны: 

(1) Н — главная подгруппа; 

(1) Н — сеть и содержит регулярный элемент; 

(iii) существует главная 2-тройка (x, №, y) Bg, (гл. VIII, $ Il, n° 4), для 
которой 

L (Н)с = Сх- СА- Су. 


6) Показать, что С содержит главную подгруппу ранга | и что две такие под- 
группы сопряжены (в обозначениях упражнения заметить, что S=A). - 

в) Показать, что связная замкнутая подгруппа в С является главной тогда 
и только тогда, когда она содержит главную подгруппу ранга | в С (использовать 
упражнение 18а)). 
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`22) Пусть H — главная подгруппа ранга | в G; пусть Г — подгруппа в Aut (С), 
образованная такими автоморфизмами и, что и (Н)=Н. Показать, что Aut (G)= 
=T Int (С). 


$5 


1) Предположим, что С односвязна; назовем альковом в G подмножество вида 
exp A, где А — альков некоторой подалгебры Картана в g. 

а) Показать, что альковы в С образуют разбиение множества G,. 

6) Всякий альков в С содержится в единственном максимальном торе. 

в) Показать, что альковы в G, содержащиеся в Г, образуют разбиение множе- 
ства Г, и что множество этих альковов является главным однородным пространст- 
вом для W. 

г) Каждый класс сопряженности регулярных элементов С имеет ровно одну 
точку в каждом алькове. 

д) Пусть Е — альков в G. Показать, что Е — стягиваемое множество; если g 
проста, E гомеоморфно открытому симплексу евклидова пространства. 

2) а) Пусть Е — односвязное топологическое пространство и и: Е > G — 
такое непрерывное отображение, что u(E)CG,. Показать, что и гомотопно 
(Тор. gen., chap. XI) постоянному отображению со значением е (рассмотреть накры- 
тие ф,: (G/T) Xt, > G,; поднять u до отображения и: E— (G/T)Xt, а затем исполь- 
зовать стягиваемость t). 

*6) Доказать, что группа x (С) тривиальна. 


(Пусть u: $2 > С — отображение класса C™; используя предложение | и тео- 
рему трансверсальности, показать, что и гомотопно отображению, образ которого 
содержится в G,, а затем применить а).) „. 

3) Пусть Ё G>G = универсальное накрытие С и л — ядро |: (изоморфное 
su (G)); положим С=С (Сб) u C= C (6). Пусть с — автоморфизм группы С u 0 — 
автоморфизм G, соответствующий 0. Обозначим через Go, Co, Gs, Go множества 
неподвижных точек в С, С, G, С соответственно относительно о, о, б, о. 

а) Показать, что связная компонента единицы (Goo в Go совпадает с f(G.). 

6) Обозначим через s эндоморфизм 7-модуля л, индуцированный о. Показать, 
что факторгруппа G,/(Go)o изоморфна подгруппе в Coker (1 —$) и, в частности, 
коммутативна. Если ‘отображение | —s сюръективно, то С. связна. 

в) Пусть пеМ таково, что s"=Id,. Показать, что группа Gs/(Gs)o отожде- 
ствляется с подгруппой факторгруппы Ker (1+s-+...+s"—')/Im(1—s); вывести 
отсюда, что она имеет показатель п. Если п взаимно просто с порядком подгруппы 
кручения в л, то Go связна. 

г) Дать другой вывод результатов 6) ив) с помощью Alg., chap. X, р. 194, 
Е 

д) Показать, что С. связна в каждом из следующих случаев: 

(i) С полупроста типа Ao, (n>1) ис не является внутренним. 

(ii) С полупроста типа Es и в не является внутренним. 

(iii) С полупроста типа D, и с — автоморфизм тройственности (т. е. порядка 
3 по модулю Int (G)). 

е) Построить изоморфизм Cs/(CoN(Gs)) на (1—0) СПл)/(1 —о) x. Вывести 
отсюда, что если отображение | —s He сюръективно и x (1—0) С, то C, не содер- 
жится в (Go). Для G=SO (2n, В) и не внутреннего о имеем t — lan (Goo: и Go He- 
связна. 

4) Предположим, что С полупроста. Пусть е — разметка в С и Ф — некоторая 
группа автоморфизмов группы С, сохраняющих разметку; обозначим через Н под- 
группу в С, образованную неподвижными точками для Ф. 
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а) Показать, что Но полупроста; если С односвязна, то Н связна (свести к слу- 
чаю, когда С почти проста, а Ф циклическая, и применить jé ae 1 (n° 3) игл. VIII, 
$ 5, упражнение 13). 

6) Предположим, что С почти проста. Показать, что 

если С — типа Ag (l>1) и Ф — порядка 2, то Но — типа B;; 

если С — типа Аз, (122) и Ф — порядка 2, то Но — типа Су; 

если С — типа D,(l>4) и © — порядка 2, то Но — типа Ви—1; 

если G — типа О. и Ф — порядка 3 или 6, то Но — типа Go; 

если С — типа Es и Ф — порядка 2, то Но — типа F4. 

В каждом случае вычислить группы л;(Н), i=0, 1 (ср. упражнение 3). 

в) Доказать, что подгруппа Но — главная ($ 4, упражнение 18). 

г) Доказать, что полупростая группа типа Вз или Аз содержит главную под- 
группу типа G2 (использовать 6) и $ 4, упражнение 20). 

5) Предположим, что группа С почти проста; пусть Н — связная замкнутая 
главная подгруппа в С ($ 4, упражнение 18). Обозначим через Ф группу автомор- 
физмов и группы С, сохраняющих H, и через F — подгруппу элементов С, непод- 
вижных относительно Ф. 

а) Показать, что существует разметка С, инвариантная относительно Ф.. 

6) Показать, что имеет место один из следующих случаев: 

(i) H=Fo; 
(ii) С — типа B3, Н — типа Gp и Ф сводится к единице; 

(ii) С — типа As, H — типа Gp и Ф имеет порядок 2. 
(Использовать упражнение 4 и упражнение 20 к $ 4.) 

Т 6) Предположим, что С односвязна. Пусть р — простое число и & — элемент 
из С (С) со свойством 5? =е. 

а) Показать, что существуют такие элементы UST и we W, что 

(i) w (u) uT'=g; 
(ii) м’=1; 

(iii) и’=е, если p2; иР=е или g, если р=2. 

(Пусть A — альков в t; для i=0, 1, ..., р—1 выберем хеЕА так, что exp x = g". 
Взять в качестве 4 элемент EXP X, где X — центр тяжести грани А с вершинами Xi, 
а в качестве w — такой элемент W, что w (А) =А—х.) 


6) Доказать, что существуют такие ueT и VEN (Т), что 


(i) vuv'u'=g; 


(ii) v’ =e, если p~2, и vP=e или g, если p=2; 

(ii) и’=е, если p#2, и u? =e или g, если р=2. 
(Используя конструкцию а), поднять W до Nw, как в упражнении 12 к $ 4; поло- 
Жить v-nßt!, если р==2, и u=Ny, если р=2.) 

7) Пусть р — простое число. Показать, что следующие условия эквивалентны: 

(i) р не делит порядок подгруппы кручения в Tu (С); 

(ii) для каждого элемента ве С порядка р централизатор & в С связен; 

(ii) всякая подгруппа в С, изоморфная (Z/pZ)”, содержится в максимальном 
торе. 

(Для доказательства (1) = (И) использовать упражнение 3B) , для доказательст- 
ва (1!)=(1) использовать упражнение 6.) 

8) Пусть G=SO (8, R)/{+ Is}, обозначим через (ai), <; < «такой базис в К (С, T), 
ЧТО G1, &3 H &4 не ортогональны Ge (гл. VI, таблица IV). Пусть А — подгруппа BT, 
образованная такими ET, для которых 


a (#) = из (6) = 4 (#), a1 () = а (1)? = в 
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Показать, что А изоморфна (2/27)? и что ее централизатор в С — конечная неком- 
мутативная группа. 


: x Pag Vv 
9) Пусть К — неприводимая система корней, R — дуальная система, В — 
базис в Ки & — наибольший корень в R (относительно В). Положим 


@ = у np B, RR >. пов, 


ВЕВ ВЕВ 


пусть v(R)= sup ns. 
BEB 


а) Показать, что интервал (1, v(R)} в М является объединением | и чисел 


ng для BEB (положим =; пусть (0, ..., &g) — такая последовательность раз- 
У 
личных элементов из В, что @; не ортогонален &—ı при #=1, ..., 4, п, =Vv(R) и 4 яв- 
9 
w V A . 
ляется максимальным с этими свойствами; показать, что N, =i+1 для i= ФЕ 
1 


6) Пусть р — простое число. Показать, что следующие три свойства эквива- 
лентны: 
(i) p<v(R); 

(ii) существует BEB, для которого p=ng; 

(iii) существует BEB, для которого р делит ng. 

В этом случае говорят, что р является простым числом кручения для R. 

в) Для каждого типа неприводимых систем корней вычислить величину V (К) 
и простые числа кручения. Показать, что множество чисел Ng и множество чисел ng 
совпадают во всех случаях, кроме Go. 

г) Пусть К” — замкнутое симметричное подмножество в À, неприводимое как 
система корней. Показать, что v (R)<v(R). 

10) Пусть К — система корней, р — простое число. Показать, что следующие 
свойства эквивалентны: 

(1) р — простое число кручения для неприводимой компоненты А (упражнение 
96)). 

(ii) существует замкнутое симметричное подмножество Rı в К, отличное от 


К u максимальное с этими свойствами, для которого (AR): Q(Rı))=p (через 
© (К ) обозначается Й-модуль, порожденный дуальными корнями для К, а через 
О (Ri) — подмодуль, порожденный корнями & для a ER); 

(iii) существует замкнутое симметричное подмножество Rı в À, для которого 
подмодуль р-кручений в Q(R')/Q (Е!) отличен от нуля. 

(Для доказательства (i)=-(ii) использовать упражнение 4 из гл. VI, $ 4; для 
доказательства (11)=(!) использовать упражнение 9r).) 

В этом случае говорят, что р — простое число кручения для системы R. 

11) Пусть р — простое число. Говорят, что р — простое число кручения для С, 
если существует такая связная замкнутая подгруппа Н максимального ранга в С, 
что подгруппа р-кручения в x, (Н) нетривиальна. Положим R=R(G, 7). 

а) Простые числа кручения для С являются простыми числами кручения для 
К (упражнение 10) и простыми делителями порядка подгруппы кручения группы 
Ji (G). 

6) Показать, что всякое простое число кручения для С делит w//!, где w — 
порядок группы W, а / — ранг полупростой группы D (G) (использовать гл. VI, $ 2, 
n° 4, предложение 7). 
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в) Пусть t&TuneN таковы, что "ЕС (С). Пусть Rı — множество тех «= R, 
для которых a (f)=1, и т — порядок подгруппы кручения группы О (R')/Q (Ri) 
(ср. упражнение 10). Доказать, что каждый простой делитель т делит п (свести 
к случаю, когда С почти проста и односвязна). 

г) Предположим, что С односвязна. Пусть g= С ипе М таковы, что 5" ЕС (С) 
и никакое число кручения для С не делит п. Доказать, что производная группа 
централизатора g односвязна. 

д) Пусть ge С и р — простое число, для которого 5? =e, не являющееся про- 
стым числом кручения для С. Показать, что централизатор Z (5) связен и что р не 
является простым числом кручения для Z (5). 

е) Предположим, что G односвязна и р — простое число кручения для G. Дока- 
зать, что существует такой элемент g порядка р в С, что m (2 (g)) — циклическая 
группа порядка р (использовать упражнение 10 и упражнение 4 из гл. УТ, $ 4). 

12) Пусть р — простое число. Показать, что следующие условия эквивалентны: 

(1) р не является простым числом кручения для G; 

(ii) для любой подгруппы F в С, изоморфной (Z/pZ)" (для пе М), централиза- | 
тор Ев С связен; 

(Г) для любой подгруппы F в G, изоморфной (Z/pZ), централизатор 
Ев С связен; 

(iii) всякая подгруппа в С, изоморфная (Z/pZ)" для некоторого п, содержится 
в максимальном торе; | 

(И!) всякая подгруппа в С, изоморфная (Z/pZ), содержится в максимальном 
торе. 

(Для доказательства (i)=>(ii) использовать упражнение 11), для доказатель- 
ства (1)=(!) использовать упражнение 11е) и 7.) 


$6 


1) Пусть R — приведенная система корней в вещественном векторном про- 
странстве У. Снабдим У скалярным произведением, инвариантным относительно 
W(R), и продолжим это скалярное произведение естественным образом Ha 
$ (И) (EVT, chap. У, р. 30); таким образом, для хи, ..., Хи, Yi, ..., Yn Из У справедливо 
равенство 
de) (lg cp) Ya 


се, 


Выберем камеру С для Ю; положим N=Card (В+), p=(1/2) >: au w(R)= 
| “ER, 


=Card Я (К). Пусть Р означает элемент I] a B SV(V). 
«ER, 


а) Показать, что ER > e (w) (wp) (en. ra. WER EN 
N! ; 
we W(R) 
предложение 2). 
6) Вывести отсюда равенство (P| P)=w (R) Il (plæ). 
“SR, 


/ l 
в) Доказать, что (P|P)=2—% w(R) II m;! I] (ala)=2 "N I] (mi + 
fast 


i=1 aR, 
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+ 1)! I (ala), где ти, ..., Ти — показатели W (К) (использовать упражнение 3 из - 
а=К, | 
гл. УШ, $ 9). 

Т 2) Пусть У — вещественное конечномерное гильбертово пространство. 
Снабдим пространство $ (У*) многочленов на У скалярным произведением, опреде- 
ленным в EVT, chap. У, р. 30 (ср. упражнение 1). Обозначим через y каноническую 
гауссову меру на У (Интегр., гл. IX, $ 6, nn? 4—6); если (x), <;<„ —OPTOHOPMHPO- 
ванный базис в У*, то dy (х)=(2л) "2—1? gx. хи. 

а) Пусть 9 — элемент $? (У), задающий скалярное произведение в V*, и пусть 

А:$ (V*) — $ (V*) — операция внутреннего умножения на д (Alg., chap. III, р. 165). 
Показать, что для любого ортонорм ированного базиса (x), <;<„ в V* и любого 


многочлена PE $ (V*) справедливо равенство АР = (1/2) > 0?P/0x?. 


i=1 


6) Для Pes (V*) положим Pl => Pay лак что Р* =\ Р (х— и) dy (и) для х= 


ЕТ. Доказать равенство 


(Свести к доказательству аналогичного равенства для функции xr el“) где 
ue V.) Е 
в) Доказать формулу \ -P* (ix) Q* (ix) dy (x)=(PIQ) для P, О из пространства 
у 
$ (V*) (отождествленного с подпространством в Зс ((У®С)*)). 

г) Если Р — однородный многочлен на V, для которого АР=0, то 
| P(x)? dy (x) =(PIP). 
у. 

д) Пусть W — конечная группа автоморфизмов У, порожденная отражениями; 
обозначим через Н множество отражений И. Для h = H определим ene V uf,eV* 
так, что À (х)=х + fn (x) en. Показать, что многочлен Р = Il Î, обладает свойством 

| heH 
АР=0 (использовать гл. V, $ 5, n° 4, предложение 5). 

3) Пусть и — мера Хаара на аддитивной группе g. 

а) Существует единственная мера Хаара po на С, обладающая следующим - 
свойством: если Фси ®, — инвариантные дифференциальные формы степени п на 
С и в соответственно, для которых @ Ç(e)= 0, (0) и lo, | =p, TO |®с| = с. Отобра- 
жение р => в с устанавливает биекцию множества мер Хаара на g на аналогичное 
множество IA G. 3 

6) Выберем инвариантное скалярное произведение ( | ) наци меру Хаара т 
на t так, что p (соотв. т) соответствуют мере Лебега при отождествлении g с В” (co- 
отв. t с В’) с помощью ортонормированного базиса. Доказать формулу 


тг (Т) 


\ a, (x) e 19/2 dr (x) = (@л)" 7 
t 


6 Н. Бурбаки 
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в) Отождествим X(T) с подмножеством гильбертова пространства t* с по- 
мощью отображения (2ni)—' 5 (6 4, n° 2) и положим P (x)= at (ях) для xet. 


аеК 
В обозначениях упражнений | и 2 показать, что 
#41) J 
— =a)" w (6)! (PIP)=n" | (a.| a) | т! 
ис (G) aeR, fil 


г) В обозначениях упражнения 9 к $ 3 пусть g, — non-Z-anreöpa Ли в g, no- 
рожденная (2л)- ' Г (Т) и элементами и, Va для AER. Доказать равенство 
gr a +8 
вс (G)=u (9/97). 
m;! 
i 

A) Предположим, что С односвязна. Показать, что /=r и 

ds 


ие (б)=2/ N gi? I] (ala) I] Gala) 11? | | (m), 


“ER, i=] i 


re G1, ..., & — базис в R, a f — индекс связности КЮ. 
е) Предположим, кроме того, что К неприводима и что все корни имеют одина- 
ковую длину; в качестве скалярного произведения на g выберем форму Киллинга 


с обратным знаком. Показать, что ис (G)=(2n)" +! (2h)"/? PAT (m!)—'. 
| i 


4) Пусть X — гладкое многообразие класса C ”. В этом и следующих упражне- 
ниях обозначим просто через H (X) градуированное В-пространство H (Q (Х)). 

а) Показать, что © (X) — ассоциативная и антикоммутативная градуирован- 
‘ная дифференциальная алгебра (Alg., chap. X, р. 183, ex. 18). Вывести отсюда, что 
H (X) обладает естественной структурой ассоциативной антикоммутативной градуи- 
рованной алгебры. 

6) Если X связно и имеет размерность р, то Н' (Х)=0 при {> ри dimp H° (X)= 
= 1. Если кроме того, X компактно и ориентируемо, TO пространство HP (X) одномер- 
но (использовать MH., Св. рез., 11.2.4). 

в) Пусть У — другое многообразие класса С® и f: X > У — Sa класса 
С®. Отображение f*: Q (У) > Q (X) является морфизмом комплексов (Mn., Св. рез., 
8.3.5); показать, что H (}*): Н (У) — Н (Х) является морфизмом алгебр. 

г) Предположим, что на Х задано действие связной компактной группы С клас- 
са С”. Показать, что подкомплекс © (X)° инвариантных форм является подалгеб- 
рой в © (X). Вывести отсюда, что отображение Н (i): Н (Q (X)°) — H (X), определен- 
ное в теореме 2, является изоморфизмом градуированных алгебр. 

д) Показать, что (Alt (в)б является подалгеброй BAIt (д) и что она изоморфна 
- градуированной алгебре Н (С). 

5) Обозначим через Н (G) градуированную К-алгебру Н (© (G)) (ср. упражне- 
ние 4). 

а) Пространство НР (С) нулевое при p>n и имеет размерность | при p= 
—0 и p=n. Пространство Н'! (С) канонически отождествляется с с*, где c= 
=L (C (G)). 
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6) Предположим в дальнейшем, что С полупроста. НИЯ, что H'(G)= 
=Н? (G)=0 (cp. гл., I, $ 6, упражнение 1). 

в) Обозначим через В (8) пространство билинейных симметрических С-инвари- 
антных форм на g; для ЕВ (в) их, у, ге в положим В (x, у, 2) = ([x, y] 2). Пока- 
зать, что отображение b+> $ задает изоморфизм В (в) на H°(G) (пусть 6 = В? (G); 
показать, что для любого KEY существует единственная линейная форма f (x) на g, 
для которой df(x)=i (x) w, и рассмотреть форму (x, y)t> — (y, f (x))). 

г) Показать, что размерность линейного В-пространства И? (С) passe числу 
простых идеалов в g. | 

6) Положим b; (G)=dimp H' (С) для i>0 и, обозначая через À формальную 


переменную, Ре(Х)= ‘3 6; (С) x". 
i>0 
а) Показать, что bi (G)=\ tr Л’ (Ad g) dg u Во det (1-Х. Ad в) dg 
G G 

(cp. дополнение II, лемма |). 

6) Вывести отсюда равенства } 6, (б)=2%и Ÿ paßt 6, (G)=0, если dim G> 

i “à 

> 0 (использовать формулу Г. Вейля или упражнение 8 к $ 2). 

в) Пусть С = Ц (п, С). Показать, что Рс(Х) совпадает с коэффициентом при 


(Х1...Х„"-? в многочлене 


+x)" [I] ххх) 
IS, [<n 
if#j- 
(с коэффициентами в Z[X)). 

7) Пусть К — связная компактная группа Ли. 

а) Пусть [: К —> С — сюръективный гомоморфизм с конечным ядром. Пока- 
зать, что гомоморфизм Н ([*):Н (С) —> Н(К) является мономорфизмом. 

6) Показать, что алгебра Н (С ЖК) канонически отождествляется с левым 
тензорным произведением À (С) ®Н (К). 

в) Вывести из a) и 6), что алгебра Н (С) изоморфна Н (С (GhŸ ® H (D, С). 
Показать, что алгебра Н (С (Go) изоморфна Л (с*), где c=L(C(G)). 

T8) Пусть k — тело характеристики нуль и. Е — градуированная левая би- 
алгебра над k (Alg., chap. Ш, р. 148, def. 31)). Предположим, что Е анти- 
коммутативна и антикокоммутативна, а также что Е„=0 для достаточно 
больших т. Пусть Р означает пространство примитивных элементов в E (ср. 
rx LE § 1). 

a) Показать, что любой однородный элемент Р имеет нечетную степень (выпи- 
сать с (x”) для большого т). Получить отсюда канонический морфизм градуирован- 
ных левых биалгебр ф: A (P) > Е (структура градуированной левой биалгебры на 
Л (P) определена в Alg., chap. Ш, р. 198, ex. 6). 

6) Показать, что ф является изоморфизмом (применить доказательство теоре- 
мы | гл. П, $ 1, n° 6). 

9) Обозначим через т: GX G —+ G операцию умножения в С, так что 
m(g,h)=gh для g,heG. Отождествим H(GXG) с Н(СЕ®Н(С) (упражне- 
ние 76)) так, чтобы отображение т* задавало De ie алгебр с: H(G) > 
— H(GX @H(G). 


1) См. также приложение к Гр. и ane. Ли, 1976. — Прим. перев. 


6* 
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a) Показать, что (Н (С), с) является левой  градуированной рае 
и антикокоммутативной биалгеброй (заметить, что отображение £ —> g | задает на 
HP (С) умножение на (— 1)P). 

6) Пусть Р (G) — градуированное подпространство в Н (С), образованное при- 
митивными элементами; вывести из упражнения 8, что существует изоморфизм 
градуированных биалгебр. A (P(G)) Н (0). 

в) Показать, что dim} P(G)=r (использовать упражнение 66) ). 


l 
г) Вывести отсюда, что многочлен ss b,(G) X' имеет вид a+axy [| (1 + 
i>0 i=] 


py SE где с — размерность С (С), 1 — paur D (G), a k; — целые числа > 1; кроме 
того, +... + А, = (1/2) Card В (С, Т) !) 

10) Пусть À — замкнутая подгруппа в С; обозначим через dh меру Хаара на 
Н с полной массой 1. Положим x(G/H)= )` (— 1)! dim, H'(G/H). 

| i>0 
a) Доказать равенство X (G/H)=\ det (1 — Ad, y h) dh (использовать Alg., 
Н 
chap. X, р. 41, prop. 11, а также лемму | из приложения II, n° 2). 

6) Пусть ло (H) — число. связных компонент в Н. Показать, что 

х (G/H)=0, если Но имеет не максимальный ранг, 

x(G/H)=w (G)/w (Но) по (H), если Н имеет максимальный ранг. 

11) Пусть и — автоморфизм порядка 2 группы С; обозначим через К связную 
компоненту единицы в множестве неподвижных точек для и, через k — ее алгебру 
Ли и через X — симметрическое пространство G/K ($ 1, упражнение 8). 

а) Показать, что всякая С-инвариантная дифференциальная форма w Ha X об- 
ладает свойством dw =O (заметить, что u задает на АК P(g/k) умножение на (— 1)?). 

6) Получить отсюда изоморфизм градуированной алгебры Н (G/K) на градуи- 
рованную подалгебру в Alt (g/k), образованную К-инвариантными элементами. 

в) Положим b; (G/K)= dim, H'(G/K) для iO; для R@K обозначим через 
Ad~k ограничение Ad-k на собственное подпространство L (и), соответствующее 
собственному значению — 1. Пусть dk — мера Хаара на К с полной массой 1. Дока- 


зать формулы: b; (G/K)=\ TA’ (Ad —k) dk u) 6,(G/K) №—\ det (I+X.Adk) dk. 
K i>0 K ? 


г) Если, кроме того, К имеет максимальный ранг, доказать, что алгебра H (G/K) 
имеет нулевые компоненты нечетных степеней (заметить, что и = Int (k) для некото- 
рого ЕК). 

a) Вычислить градуированную алгебру Н (Sn). Вывести отсюда, что 5. допуска- 
ет структуру группы Ли (совместимую со структурой многообразия) тогда и только 
тогда, когда n=1 или 3. 

12) Пусть Н — связная замкнутая подгруппа в С и b — ее алгебра Ли. 

а) Пусть a — элемент из b*, инвариантный относительно H; показать, что 
существует такой элемент & в д*, инвариантный относительно H, что его ограничение 
на b совпадает с a. Показать, что элемент da & Alt? (6) аннулируется i (n) и 6 (п) для 
всех n=b и что класс этого элемента в Н? (С/Н) не зависит от выбора a. Таким 
образом, определен гомоморфизм ф: Н'! (Н) > Н? (С/Н). 


1) Числа А; совпадают с показателями системы А (С, Т). Cp. Leray J., Sur l’ho- 
mologie des groupes de Lie, des éspaces homogènes et éspaces fibrés principaux, Collo- 
que de Topologie de Bruxelles (1950) р. 101—105. 
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6) Предположим в дальнейшем, что С полупроста. Доказать, что ф — изомор- 
физм. 

в) Доказать, что Н полупроста тогда и только тогда, когда Н? QE 0, 

г) Не предполагая связности H, определить изоморфизм (b*)# — H°(G/H) 
(применить 6) к Ho). 

13) Пусть Н — замкнутая подгруппа в полупростой группе С; положим Х = 
=G/H u n=dim X. Показать, что следующие условия эквивалентны: 

(i) Существует такая 2-форма w Ha X, что dw = 0 и для всех x ] X знакоперемен- 
ная билинейная форма w, на T,(X) невырожденна; 

(ii) п четно и существует такой элемент «= Н? (С/Н), что 0"? 20; 

(iii) A является централизатором некоторого тора в С; 

(iv) Я имеет максимальный ранг и на X существует С-инвариантная комплекс- 
ная структура; 

(v) на X существует такая комплексная структура ] и такая 2-форма ©, что dw = 
` =0и для любых ХЕХ, и, оеЕЕТ, (Х) имеем в, (ju, jv) =, (и, и) и @, (и, и) > 0 при 
и 0 (*другими словами, на À существует кэлерова структура, ). 

(vi) на X существуют комплексная структура j и 2-форма ®, удовлетворяющие 

условиям (У) и инвариантные относительно С (*т. е. Ha À существует С-инвариант- 
ная кэлерова структура,). 
(Для доказательства (ii) > (iii) положить $ =С (Ну и Z=Z,(S); показать с по- 
мощью упражнения 12г), что каноническое отображение H? (G/Z) > H°(G/H) 
сюръективно, и вывести отсюда, что Z=H. Эквивалентность (iii) и (iv) следует из 
упражнения 8 к$ 4. Для доказательства (iii) > (vi) построить невырожденную Н-ин- 
вариантную эрмитову форму на g/L (Н) и рассмотреть ее мнимую часть; использо- 
вать упражнение 11а).) 


$ 7 


1) Пусть G=U(n,C) и Т — подгруппа диагональных матриц; для t= 
= diag (Ё, ..., &) из Ти | << п положим & (1) =&. Обозначим через в тождествен- 
ное представление С в С". 

а) Для группы Х (Т) er, .... En ЯВЛЯЮТСЯ базисом; показать, что каждый эле- 


мент Z[X(T)|” имеет виде "in + ER Ре“ зе"), где Е — целое число, а Р — 


симметрический многочлен с целыми коэффициентами от п переменных. 

6) Показать, что представления A’o (1<г< п) неприводимы. 

в) Показать, что гомоморфизм и: [Хь, ..., Х„|[Х, |- В (6), для которого 
u(X)=[AN' 0], является изоморфизмом. 

2) Пусть G=SO(2/+1,R) с [>1; сохраним обозначения упражнения 
2к$ 4. Обозначим через о представление С в С?'*'!, получающееся из тождествен- 
ного расширением поля скаляров. | 

а) @1, ..., 0/1, 2@;, а также E1, ..., г являются базисом -модуля X (Т). 


=. — —£, 
6) Обозначим через n; элементе ‘+e ‘в Z[X (T)]. Показать, что каждый эле- 


мент из Z|X (T)]” записывается в виде Р (пи, ..., п), где Р — симметрический 
многочлен с целыми коэффициентами OT / переменных. 
в) Показать, что представления Л’ o (г< 21-1) неприводимы. Доказать при 
<] равенство 


СВ (Л ’ в) = $, (m1, ..., W+(L—r +2) 5-2 (Иа, ..., M)+-- 
i— 2k 
+ = ) $5 Я > nt. 
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где 5, — элементарные симметрические многочлены OT / переменных. 

г) Показать, что гомоморфизм и: 2 [Х1, ..., Xi] К (С), для которого u (X;)=— 
—{[A' 0], является изоморфизмом. 

3) Пусть С=$0 (21 В) с 122; используем обозначения упражнения 
2Kk$ 4. Обозначим через с представление С в C”, получающееся из тождественного 
расширением поля скаляров. 

а) В 7-модуле X(T) в, ..., в являются базисом. 


6) Обозначим через ni элемент ее: в 2 [Х (T)] и через 6 — элемент 


I Показать, что всякий элемент из Z[X(T)]” записывается в виде 
i= | 
Р (mi, ..., N+ Q (m1, ..., 10.6, где P и О — симметрические многочлены OT / перемен- 
ных с коэффициентами в (1/2) 2. 

в) Показать, что представления A 0 неприводимы при rl; представление 
Л\ ‘с является прямой суммой двух представлений tt u T CO старшими весами 
20, и 2, соответственно (см. гл. VIII, $ 13, упражнение 10). 

г) Показать, что при r</ элемент Ch (Л 0) дается формулой из упражнения 
2B) и что 


Ch rt= (6+Ch A‘o), Снт = > (—8+ Ch Л‘о0). 


д) Показать, что гомоморфизм и: 1 [Хь, ..., X; У|- R(G), для которого 
и (X)=[A' o]u u (У)=[ 1 |, сюръективен и что‹его ядро порождается элементом вида 
У? — УХ, + А; где A@Z[X,, ..., ХЦ. 

4) Пусть Е — комплексное векторное пространство, и пусть T 4 (Е) — простран- 
ство тензоров типа (р, 9) над E (Alg., chap. Ш, р. 63). Обозначим через Hf (Е) под- 
пространство BI 5 (E), образованное симметричеекими (т. е. принадлежащими обра- 
зу в Ту (Е) пространства TS? (Е) ®Т$7 (E*)) тензорами, аннулируемыми всеми свер- 
тываниями с; для {Е(1, р}, jelp+1l,p+gQ (Alg., chap. III, р. 64). 

а) Показать, что H% (С") PSE относительно GL (п, С) и, следовательно, 
SU (п, С); обозначим через 1; возникающее таким образом представление для 
SU (п, С). 

6) Показать, что 1}; — неприводимое представление, старший вес которого 
(в обозначениях упражнения | к $ 4) равен p Gi + q D, _1. 

_ в) Всякое неприводимое представление группы SU (3,C) изоморфно одному из 
представлений T4. 

_r) Пусть ЕЙ — канонический базис в С" и (у), <i<n Сопряженный 
‘базис. Показать, что Ну (С”) отождествляется с пространством многочленов РЕ 


EC [x1, ..., Xn, Yı, ..., Yn] Однородных степени р по x; и степени 4 по yj, для которых 
0” P о 
Ox, ду, 


5) Пусть k — поле характеристики нуль, У — векторное пространство над 
Ки Ÿ — невырожденная квадратичная форма на У. Форма Ч (соотв. обратная к VY 
форма) определяет элемент Ге? (У*) (соотв. Г* 5? (У)). Обозначим через Q эн- 
доморфизм $ (У), задаваемый умножением на Г*, через А — эндоморфизм $ (У), 
задаваемый внутренним умножением на Г, и через й — эндоморфизм$ (У), который 
на $” (У) сводится к умножению на — п/2 — г. 
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а) Если (x), <;<„ — ортонормированный базис в V, то. Q (P)=(1/2) oy x?).P, 


2 
A (P)—(1/2) + — лля Pe S (У). 
x; 


6) Доказать формулы [A, Q]= —h, [h, Al=2A, [h, 9]= —2Q. 

в) Пусть H, — пространство элементов S’ (У), аннулируемых A (<однородные 
гармонические многочлены степени 7»). Вывести из 6) разложение в прямую сумму, 
инвариантное относительно О ($): 


$7 (/)=Н,ФОН,-›® 9° H,_4®... . 


г) Показать, что представление H, неприводимо (ср. гл. VIII, $ 13, n° 3 (IV)). 

д) Пусть & = С, У =С"” с обычной квадратичной формой (п >> 3). В пространстве 
H, возникает неприводимое представление т, группы SO (п, В); показать, что в 0603- 
начениях упражнения 2 к $ 4 старшим весом т, является rO 1. 

е) Пусть Г — элемент Казимира группы С, получаемый из формы Киллинга. 
Доказать формулу 


1 
дите HH ZH N). 


Вычислить Г (T,) и вывести отсюда значение формы Ог (предложение 4). 

6) Предположим, что группа С почти проста. Показать, что С допускает точное 
неприводимое представление всегда, за исключением случая С = Spin (4k, В) при 
NZ. 

7) Пусть т: С + SO (п, В) — вещественное унитарное представление С; 0603- 
начим через ф: Spin (п, В) — SO (п, В) каноническое двулистное накрытие. Говорят, 
что т — спинорное представление, если существует морфизм т: G— Spin (п, В), для 
которого фот=т. | 

а) Пусть » — такое подмножество в Р (Т, =), что ZU(—Z2)=P(T,T) и 
ZN(—Z)= ©; обозначим через ®; сумму элементов из Х. Класс W элемента 
@y BX (T)/2 X (T) He зависитот выбора 2. Доказать, что т — спинорное представление 


тогда и только тогда, когда DW =0. 

6) Доказать, uTo p = X (Т) тогда и только тогда, когда присоединенное представ- 
ление является спинорным. 

8) Пусть G — группа Ли с компактной алгеброй ЛИи и с конечным числом связ- 
ных компонент. Показать, что она обладает точным линейным представлением 
в конечномерном векторном пространстве (записать С в виде полупрямого произве- 
дения компактной группы К Ha векторную группу N; выбрать точное представление. 
К в конечномерном векторном пространстве W и представить С как подгруппу в аф- 
финной группе пространства ФМ). 


$ 8 


1) Пусть G=SU (2, С) и о — тождественное представление С в C°. 
а) Неприводимые представления С — это представления т" =5 "о для п> 0. 
6) Пусть e1, е› — канонический базис в С?; показать, что коэффициенты т” 


п 
в базисе (ei es 0<i<n Имеют вид 


Pen stearate РЕ 
QD alti" pit Pe (Lal, 
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R a В п а! n—i 
rie g= =G, a P;, ser = ee Якоби») 


BES 
Л и) 


в) а из 6), что функции a Una) T;; для целых i, j, п 
с условиями O<i<n, 0<:]< п образуют ортонормированный базис в L’ (С). 


г) Для в = = 2 EG пусть a=t!/e—!(O+¥)/2 pt] —p)!/2e! ®—%)/2, 
= В а 
где 0o<st<1,0<p<2n, 0< p< 2x. Показать, что нормализованная мера Хаара на 
С равна An)! dt dp d'y. 
д) Пусть a, 6 =(1/2) Z таковы, что a—be=Z. Вывести из г), что многочлены 
_Ри/2—а, п/2—ь (0 для целых п той же четности, что и 2a, п > тах (2a, 2b), образуют 


ортонормированный базис в L? (|0, 1) относительно меры #70 (1— 6)? dt. 

2) Пусть f — функция класса C” на С с комплексными значениями. Доказать, 
что существуют две такие комплекснозначные функции $ и фкласса C” на G, что @ 
‚центральна и f= gq. 

3) Пусть и — неприводимое представление С со старшим весом A. Для xeg 
обозначим через х единственный элемент из С, сопряженный с x с помощью Ad (С). 
Доказать равенство ||и (х)|| „= 15 (À) (х)1. 

4) Выберем на д невырожденную положительную квадратичную форму О, 
инвариантную относительно Ad (С). Для хе положим 80 (x)= erden 

ueT (T) 
a) Показать, что 80 — функция класса C © на t H что существует такая функция 
9; класса C™ на T, что 91°ехрт= 60. 
6) Показать, что существует единственная центральная функция $ Ha С класса 
С®, ограничение которой Ha Т совпадает с 81. Для любого максимального тора 


S в Си любого хе ($) справедливо равенство 


$ (exp x)= E че 
иеГ ($) 


в) Пусть А — альков в t, dx — мера Хаара Ha t ий — локально piney Pap yeMae 
функция на +, инвариантная относительно аффинной группы Вейля We ($ 5, n° 2). 
Доказать равенство | 


| 
\ (x) dx (6) ah (vo (x) x 
| | ad x 
г) Для хе положим E (x) =A, (x) е Фо (exp x) |, где à, (x) =det < ae 


($ 6, n° 3). Показать, что & — функция класса С” Ha g и что если u — мера Хаара 
на g, TO образ при отображении EXP „ меры Eu является мерой Xaapa на С (использо- 


вать в), а также следствие 2 теоремы 1 и предложение m ($ 6, nn° 2 u 3)). 


д) Доказать формулу Oo(x)=m я exp (6 (A) (x)— 7 (6 (^))) для xet, ‘Tae 
Л=+Х (Т) 


Q’ — квадратичная форма Ha ee обратная к квадратичной форме на t,, задаваемой 
©, a т — константа, которую можно вычислить (использовать формулу Пуассона, 
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cp. Спектр. reop., ra. Il, $1, n°8). Вывести отсюда равенство Ÿ (= 


=m > e TER для ter. 
Ae X(T) 

. 5) a) Пусть У — вещественное векторное пространство, | — ненулевой линей- 
ный функционал на V и À — его ядро. Для того чтобы функция ф класса C™ на 
У обращалась в нуль на H, необходимо и достаточно, чтобы она записывалась в BH- 
де fg’, где @ — функция класса C™ на У. 

6) Пусть У — вещественное векторное пространство и (fi), _ , — конечное семей- 
ство ненулевых функционалов, для которых подпространства Н;= Кег f; попарно 
различны. Для того чтобы функция ф класса С® на У обращалась в нуль на 


объединении H;, необходимо и достаточно, чтобы она записывалась в виде tp | fi, 
iel 
где  — функция класса C” Ha У. 
в) Пусть Г — тор и (x), .; — конечное семейство характеров 7, отличных OT 1, 
для которых подгруппы К; = Ker a; попарно различны. Для того чтобы функция ф 
класса С” на Т обращалась в нуль на объединении К;, необходимо и достаточно, 


чтобы она записывалась в виде %. || (a,— 1), где ф — функция класса С” на 
iel 
T (рассуждать локально Ha T и свести к 6)). 
г) В обозначениях n° 4 доказать, что отображение b О ИЕ" 
биективно. | 
6) Предположим, что С некоммутативна. Показать, что непрерывная функция 
J (р)!/ ЗнаТ See ea payers относительно №, HO не ARMREST образу отображе- 
ния bc: € (T}" > ® и 
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1) Пусть А — компактное подмножество в В, состоящее из нуля и чисел 
вида |/п, где п — целое > 1. Показать, что если снабдить @’ (R; В) топологией 
равномерной С’-сходимости на A, то множество морфизмов, задающих вложение 
в окрестности A, не будет открытым в FE’ (В; В) (рассмотреть последовательность 
функций (},),> 3 обладающих свойствами f, (х)=х для х< 1/(п- 1) и fr (х)=х— 
— l/n для х> 1/п). | 

2) Пусть X — отделимое многообразие класса С’ (1<r< оо), счетное в бес- 
конечности и чистое размерности п. 

а) Предположим, что существует вложение ф многообразия À в векторное 
пространство У конечной размерности. Показать, что существует вложение 
Kader! (если dim V => 2n + 1, доказать, что существует такая точка PE У, что для 
любого хеХ прямая, соединяющая р и (x), пересекает ф(Х) трансверсально 
в единственной точке ф (х); вывести отсюда, что существует вложение Х в простран- 
ство размерности dim У— 1). 

6) Показать, что существует вложение X в R°"*'. (Пусть @ — совокупность 
открытых множеств в À,  — подмножество в @, состоящее из таких U, для KOTO- 
| рых существует морфизм ф: X — R?"*', ограничение которого на U является вложе- 
нием; показать, используя а), что % — квазиполное семейство (Тор. gen., chap. 1Х,, 
р. 107, ex. 27) В @ и, следовательно, совпадает с ©.) 
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в) Показать, что существует собственное вложение X в R°"*!. (С помощью 
собственной функции на X построить собственное вложение X в В?”+?.) 

T3) Пусть С — группа Ли и Н — компактная подгруппа в С. Предположим, 
что С обладает точным линейным представлением (конечной размерности). 

а) Пусть 6, (С) означает подалгебру в & (Н; R), образованную ограничениями 


на Н представляющих (непрерывных) функций на С. Показать, что 9 „ (С) плотна 


в € (Н; В) относительно топологии равномерной сходимости. 
6) Пусть {= 6, (G). Показать, что существуют такое представление в группы 


С в конечномерном вещественном пространстве и такой матричный элемент пред- 
ставления o|H, который не ортогонален f (Th. spec.). 

в) Пусть р: Н — СЕ (У) — представление Н в конечномерном вещественном 
векторном пространстве. Показать, что существуют конечномерное вещественное 
векторное пространство №, представление о: С — CL(W) и инъективный TOMO- 
морфизм и: У - W, такие, что и (р (В) v)=0 (h) и (9) для HEH, ое У. 

(Свести к случаю неприводимого р и использовать 6)). 

4) Пусть С — группа Ли, Н — компактная подгруппа в С и р — унитарное 
представление Н в вещественном гильбертовом пространстве У. Доказать, что 
существуют вещественное гильбертово пространство №, унитарное представление с _ 
группы С в W и изометрическое вложение и: У -> W, такие, что и (р (A) v)= 
=o(h)u(v) для AEH, оеЕУ (тот же метод, что и в упражнении 3). 

5) Пусть G — группа Ли и Н — компактная подгруппа в С. аи что 
существует точное линейное представление р: С — СЁ (У) в конечномерном Be- 
щественном векторном пространстве У. 

а) Показать, что существует представление с группы СЁ (У) в конечномерном 
вещественном векторном пространстве №, невырожденная положительная квадра- 
тичная форма g на У и вектор we М, такие, что р (H)=O (q)N Е», где Е» — стабили- 
затор м в СЁ (У) (выбрать Н-инвариантную квадратичную форму q и такое пред- 
ставление группы О (4), для которого р(Н) является стабилизатором некоторой 
точки (следствие 2 из n° 2), затем применить упражнение 3B) ). 

6) Вывести из a), что существуют конечномерное вещественное пространство E, 
представление группы С в Е и вектор e@E, стабилизатором которого является 
Н (взять Е = ФО, где Q — пространство квадратичных форм на У, и е= (м, q)). 

6) Пусть G — группа Ли и Н — компактная подгруппа в С. Показать, что 
существует унитарное представление С в вещественном гильбертовом пространстве 
Е и вектор e=E, стабилизатор которого совпадает с À (взять в качестве E простран- 
ство L?(G)). 


7) Пусть С — группа Ли, H — компактная подгруппа в С и р — унитарное 
представление Н в вещественном гильбертовом пространстве W. Обозначим через 
X многообразие G X W (n° 3). 

a) Показать, что существуют гильбертово пространство У, унитарное 
представление с группы С в У и (аналитическое) вложение g: XV, 
такие, что ф(9х)=о (2)ф(х) для ge = хеХ (использовать  упражне- 
ния 4 и 6). 

6) Если W конечномерно и С донускает точное линейное представле- 
ние конечной размерности, то У также можно выбрать конечно- 
мерным (при этом с может не быть унитарным) (использовать упражне- 
ния Зи 5). 

18) Пусть X — паракомпактное многообразие класса С’ (1<г< о) и б — 
группа Ли, действующая собственно Ha X так, что отображение (5, x)++ gx принад- 
лежит классу С”. 
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a) Показать, что существуют унитарное представление р группы С в гильберто- 
вом пространстве У и вложение ф (класса С’) многообразия X в У, такие, что 
ф (5х)=0 (g) p(x) для ве С, хеХ. (Использовать предложение 6, упражнение 
7 и рассуждать, как в доказательстве предложения 4.) 

6) Предположим дополнительно, что 
(i) С допускает точное линейное конечномерное представление; 

(1) Х счетно в бесконечности и ограниченной размерности; 

(iii) имеется лишь конечное число типов орбит для действия G. 

Доказать, что существуют конечное покрытие Х открытыми множествами 
(И), =p устойчивыми относительно С, компактные подгруппы (1); = В С и для каж- 


дого {Е замкнутое подмногообразие $; в U;, устойчивое относительно H;, такие, 


H, 
что отображение (g, $) +> gs определяет после факторизации изоморфизм GX ‘$5; 


на U; (показать, что открытые множества в X/G, прообраз которых в X допускает 
такое покрытие, образуют квазиполное семейство в совокупности всех открытых 
подмножеств X/G (ср. Тор. gen., chap. IX, р. 107, ex. 27). 
 B) В предположениях 6) доказать, что существуют представление С в вещес- 
твенном конечномерном векторном пространстве У и вложение класса G’ многообра- 
sua X в V, согласованное с действием С (рассуждать по индукции на множестве 
подгрупп в С, используя 6) и упражнения 2, 7). 

9) Пусть @ — группа Ли, собственно действующая на многообразии X. Предпо- 
ложим, что выполнено одно из двух условий: 

(i) X/G — компакт, X счетно в бесконечности и ограниченной размерности; 

(ii) X — конечномерное векторное пространство и С линейно действует на X. 

Доказать, что множество типов’ орбит элементов из À конечно (рассмотреть . 
‘одновременно оба случая индукцией по dim X, используя предложение 6). 

_ 10) Пусть С — подгруппа Ли в СЕ (3, В), образованная матрицами вида 


l':. a 
phd ‚ a, БЕК. Показать, что для тождественного представления GBR? 
5... DR 


множество типов орбит бесконечно. 
Т 11) Для целого n > 1 определим отображение q, множества { 0, of XT? BR?, 


‘полагая Фи (г; а, В) =((п + г cos 2nß) cos 2ла, (n-+rcos 2nß) sin 2na, r sin Qn). 
Пусть 


T,=®, ©, x 73, S,=9, (0}XT?). 


a) Показать, что ограничение ф„ Ha 20, kT? является изоморфизмом 
(класса С°) множества JO, TT? на 7,-S,. 


6) Пусть fa: Ta— Ta — отображение, совпадающее с тождественным Ha Sp, 
и такое, что 


fn (фл (г; а, В) = фл (г; «— (п—1)В, —a-+nB) 


для r>0. Показать, что f, задает автоморфизм Tır Sn. 
в) Показать, что на R° существует такая структура аналитического MHOTO- 
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образия, что отображения fn: T, > В? и каноническое вложение R°- U S,—+ R° 
n 


аналитичны. Обозначим через Х определенное таким образом аналитическое мно- 
гообразие. 
г) Для 0&T обозначим через Ro вращение 


(x, у, 2) => (x cos 210 — y sin 2x0, x sin 2x0 + и cos 2x8, 2) 


пространства ЮЗ. Доказать, что следующие формулы определяют аналитическое 
действие Т Ha X: 


0. =, (и), если иЕ=Х- |] $,, 
п 


9. = К „в (и), если ueS, для n>1. 


д) Показать, что множество типов орбит в À (относительно действия T, опреде- 
ленного в г)) бесконечно. | 

е) Показать, что He существует вложения Х в конечномерное векторное про- 
странство, при котором действие Т переходило бы в линейное (использовать упраж- 
нение 9). 

12) Пусть С — компактная. группа Ли. 

а) Доказать, что множество классов сопряженности нормализаторов интег- 
ральных подгрупп в С конечно (рассмотреть действие С на | грассманиане подпро- 
странств в L(G) и применить упражнение 9)., 

6) Множество классов сопряженности полупростых (компактных) подгрупп 
в С конечно (заметить, что любая алгебра Ли содержит лишь конечное число по- 
лупростых идеалов (гл. I, $ 6, упражнение 7), и использовать а)). 

_ 13) Пусть @ — группа Ли, Ни К — компактные подгруппы в С. Предположим, 
что С допускает точное линейное конечномерное представление. Показать, что 
существует такое конечное семейство Ё подгрупп в Н, что для любого ве С non: 
группа HNgKg”' сопряжена в Н с одной из подгрупп семейства F ль 
упражнения 5 и 9). 

14) Предположим, что многообразие X паракомпактно и локально конёчномер- 
но. Пусть G — группа Ли, собственно действующая на Х, Н — компактная подгруп- 
па в С, { — класс сопряженности подгруппы Н. 

а) Показать, что множество X, Тех точек в X, для которых стабилизатор совпа- 
дает с H,— локально замкнутое подмногообразие в À. 

6) Показать, что отображение (g, x)» gx множества G XX ув Х задает изомор- 


физм (класса С’) множества Gx NUE, Ha Xi). 

Т 15) Пусть С — топологическая локально компактная группа, собственно 
действующая на. топологическом пространстве Ё; пусть р — представление С в ко- 
нечномерном вещественном векторном пространстве У. Обозначим через dg правую 
меру Хаара на С. | 

а) Пусть 9 — совокупность подмножеств ACE, обладающих следующим 
свойством: существует такое открытое покрытие (U), _, пространства E, что для 
любого & = / множество тех g = С, для которых gA ПО. = ©, относительно компакт- 
но в G. 

Доказать, что для любой непрерывной функции f: E>V, носитель которой при- 


надлежит 5, отображение x b> УТ (gx) dg является непрерывным отобра- 
жением E в У, согласованным C действием С. 
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6) Предположим, что выполнено одно из следующих условий: 

(i) пространство E/G регулярно; 

(ii) существует открытое множество UCE и компакт К в С, такие, что Е= 
= GU и gUQU— ©, если gEK. Ä 

Показать, что каждая точка хе Ё обладает окрестностью; принадлежащей I? 
_ (в случае (i) положить А =УП У, где У — такая окрестность x, что вУПУ= @ для 
5 вне некоторого компакта в С, а W — nn С-устойчивая окрестность Gx, 
содержащаяся в СУ). 

Каждая точка Е обладает G- -устойчивой окрестностью, обладающей CBOHCT- 
вом (ii). | 

в) Предположим, кроме того, что E вполне регулярно. Пусть x E n ve V тако- 
вы, что стабилизатор X содержится в стабилизаторе о. Доказать, что существует 
непрерывное отображение F: Е + У, согласованное с действием С и такое, что 
Е (x)=v. (Пусть “— пространство непрерывных числовых функций Ha E с носите- 


лями из FY, и пусть и: “У — отображение a > \« (gx) p (g)~ ‘dg. Пусть С — 
G 


выпуклая окрестность о в У; построить такую окрестность А точки X, принадлежащую 
Ff, что gx A влечет за собойр (5) ' ue] С, итакую функцию & на E с носителем в А, 


что a (х)-0и а (gx) dg =1. Показать, что и (a) принадлежит С, и вывести отсюда, 
G | | 


что ve т и.) 

16) Пусть @ — топологическая группа, собственно действующая на отделимом 
топологическом пространстве Е. Пусть x =F, Н — стабилизатор точки x в С, $ — 
подмножество в E, содержащее x и инвариантное относительно Н. Группа Н 
действует справа на СХ $ по формуле (g, s).h=(gh, h—' $), где се С, AEH, sES; 
отображение (д, 5$) => gs определяет после факторизации отображение (GX S)/H 
в Х. Говорят, что $ является трансверсалью в точке х, если это отображение 
является гомеоморфизмом на открытое подмножество в À. 

a) Если С дискретна, показать, что существует трансверсаль в точке x. 

6) Пусть F — отделимое топологическое пространство, на котором собственно 
действует С, и пусть f: Е > Е — непрерывное отображение, согласованное с zeä- | 
ствием С и такое, что стабилизатор f (x) в С совпадает с Н. Если $ — трансверсаль 
в точке f(x), показать, что f ' ($) — трансверсаль в точке x. 

в) Пусть N — замкнутая нормальная подгруппа в С, л: E— E/N — канониче- 
ская проекция, 7 — трансверсаль в точке л (x) для действия G/N на Е/Ми $ < 
ол ' (Т) — трансверсаль в точке x для действия HN на x! (Т). Показать, что $ — 
трансверсаль в точке x (для действия G). 

17) Пусть С — группа Ли. Покажем, что С обладает следующим свойством: 

(Т) Для любого вполне регулярного топологического пространства Ё, на кото- 
ром собственно действует С, в каждой точке x & Е существует трансверсаль (упраж- 
нение 16). 

а) Показать, что группа Ли, допускающая точное конечномерное линейное 
представление, обладает свойством (Т) (использовать упражнения 15, 16), а также 
предложение 6). | 

6) Если Ц содержит такую замкнутую нормальную подгруппу N, что G/N обла- 
‘дает свойством (7) и КМ обладает свойством (7) для любой компактной подгруппы 
К в С, то С обладает свойством (7) (применить упражнение 16в)). 

в) Если Со компактна, то С обладает свойством (7). 
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г) Если С содержит такую нормальную дискретную подгруппу N, что G/N обла- 
дает свойством (Т), то С сама обладает свойством (Т). 

д) Показать, что С обладает свойством (Т) (пусть N — ядро присоединенного 
представления; доказать, что G/No te > te свойством (7), затем применить а), 6) 
и упражнение 9 к $ 1). 

18) Пусть С — группа Ли, собственно ини на вполне регулярном 
топологическом пространстве E. 

а) ПустьхеЁи Е — орбитальный тип точки X; показать, что существует откры- 
тая окрестность U точки X, инвариантная относительно С и такая, что для всех ие 
EU орбитальный тип uSt. | | 

6) Предположим, что С свободно действует Ha E; пусть n: E— E/G — канони- 
ческая проекция. Показать, что для каждой точки ZEE/G существует открытая 
окрестность U и непрерывное отображение $: И > Е, для которого nos (и) =и для 
всех ue U. 

19) Пусть G — группа Ли и Н — компактная подгруппа в С. Доказать, что 
существует такая окрестность У группы Н, что всякая подгруппа группы С, содер- 
жащаяся в У, сопряжена с некоторой подгруппой в Н (применить ре 18а) 
к множеству компактных подмножеств в С, ср. Интегр., гл. VIII, $ 5, n° 6). 

] 20) Пусть G — компактная группа Ли, т — положительное целое число. 

а) Показать, что множество классов сопряженности подгрупп в С поряд- 
ка < т конечно (предполагая, что это не так, построить конечную группу F и после- 
довательность гомоморфизмов фи: F —+ С, для которой ф; (F) не сопряжена 9; (Р) при 
12] и такую, что @n (F) сходится к пределу ф (f) для всех f =F; показать, что ф — 
гомоморфизм, и вывести отсюда противоречие с упражнением 19. 

6) Показать, что множество классов сопряженности подгрупп Ев С, в которых 
каждый элемент имеет порядок < т, конечно (пусть и — мера Хаара на Си U — 
такая симметричная окрестность единичного элемента, что. U? не содержит эле- 
ментов порядка < т, кроме единицы; доказать, что Card (Р)< u (G)/u (U)). 

Т 21) Пусть @ — компактная группа Ли и Т — максимальный тор в С. 

а) Пусть 5” — семейство замкнутых подгрупп в С, инвариантное относительно 
сопряжения и такое, что семейство подгрупп ($ ПТ)5 =» конечно. Показать, что 


множество классов сопряженности подгрупп So для 5$ © FH конечно (с помощью 
упражнения 12а) свести к случаю, когда подгруппы So нормальны; рассмотреть 
группы С (So) и D (So) и применить упражнение 126)). 

6) Показать, что 5” является объединением конечного числа классов сопря- 
женности подгрупп в С (C помощью а) свести к случаю, когда все подгруппы SE SF 
имеют одну и ту же связную компоненту единицы », нормальную в С, затем ограни- 
чить порядки элементов групп $/» и применить упражнение 206)). 

в) Пусть Е — отделимое топологическое пространство, на котором непрерывно 
действует С. Показать, что если элементы E имеют конечное число типов орбит под 
действием 7, то это же верно и для действия G. 


Дополнение | 


1) Пусть G — связная компактная группа. Обозначим через 4 (С) верхнюю 
грань размерностей факторгрупп С, которые являются группами Ли. Предположим, 
что d(G)< oo. 
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- а) Пусть К — замкнутая нормальная подгруппа в С; показать, что d(G/K)< 
<d(G) u d(G/K)=d(G), если К вполне разрывна. 

6) Показать, что D (С) — группа ЛИи и что ядро гомоморфизма (x, y) — ху груп- 
пы C(G) X D (G) в С конечно. 

в) Пусть р=а (С (G)). Тогда p< со; доказать, что существует такая компакт- 
ная вполне несвязная группа D и такой гомоморфизм i: ZP— О с плотным образом, 
что С (Go изоморфна (ВРХ D)/T, где Г — образ Z? при отображении xt (x, i (х)) 
(записать С (Go в виде проективного предела торов размерности р). 

г) Предположим, что С локально связна; показать, что С — группа Ли. 


‚ УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Цифры в ссылках указывают последовательно главу, параграф и пункт (или 
упражнение). 


6.0 16G):D(G) KT 
N. (H), Zo (H), N (H), Z(H) 1X.1.1 
Г (6) IX.1.2 

D (G) IX.2.3 

rg (G) IX.2.4 

с (Т), W(T) IX.2.5 

а [р], Ar 8(с» Ic [Х.3.1 

а; и. Je 1X:3:2 

О (D), SU (Ф), и (D), su (D) IX.3.4 
И (п, С), SU (п, С, и (п, С), su (п, С) IX.3.4 
.O(Q), SO (9), о (Q) 1X.3.5 

О (п, В), SO(n, В), о (п, В) IX.3.5 
U, У, К, 6 IX.3.6 

X (H), X (f) IX.4.1 

5 (а) IX.4.1 

Г (f) IX.4.2 

(a,X) IX.4.2 

р, V, VA(G) 1X.4.3 

Р (p,T) IX.4.3 

L (p) IX.4.3 

К (С, Т) IX.4.4 

Va, Ка, ta, Pa 1Х.4.4 

Zu, Sa 1X.4.5 

Ka 1X.4.5 

RY (С, Г) IX.4.5 

М (С, Т) IX.4.6 

D*(G, T), Ds(G, Т) IX.4.9 

D*(f), Ds(f) IX.4.9 

D* (С), Ds (С) IX.4.9 

Aut (G), Aut (С, T) IX.4.10 

G,, T, IX.5.1 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧ ЕНИЙ 


W. №. IX.5.2 

На: в, © IAD2 

Ha IX.5.2 

Greg IX.5.2 

f, fr IX.5.4 

ф, Pr, pa IX.5.4 

Gr, ф, IX.5.4 

w(G) IX.6.1 

имо IX.6.1 

с/т юг [Х.6.2 

‚ Ааа д (1), Se (6) IX.6.2 
R+(G,T) IX.6.2 

Ль IX.6.3 

Л: 1X.6.3 

SF’ (Х; Е) IX.6.4 

s* IX.6.4 

Q (Х), © (X)® IX.6.5 
ФА, Ra, RENT 
Ae KIA 

Da, р IX.7.1 

9 (С) [Х.7.2 

R (С) IX.7.3 

[Th Ch (<) [Х.7.3 (ch VIII.7.7) 
ZO (С) IX.7.3 

°F, 1 (f) IX.7.4 RSR 
ZL? (С) IX.7.4 

Ог, Г (т) [Х.7.6 

G IX.8.1 

_ Би, 4 (и), Allo, All, (Al B) IX.8.1 
_Е((), L?(G) IX.8.1 

и (Г), F(f) IX.8.1 

Я, А, F(A) IX.8.1 

у ($) 6 ($) f [Х.8.2 

bef МЕГА В. 

À (и), Г(и) IX.8.2 

ф<ф IX.8.2 

3 (6) IX.8.2 

Ku IX.8.3 

2% ® (С), ZG (С) IX.8.4 
Eu IX.9.4 

Spin (п, В) [Х.3. упр. 5 
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алгебра Ли компактная IX.1.3 

—  — редуктивная IX.1.3 
альков алгебры Ли IX.5.2 

— группы Ли IX.5. упр. 1 
антиинвариантная функция IX.7.4 
 антисимметричная матрица 1Х.3.5 
антиэрм итов эндоморфизм [Х.1.1 
антиэрмитова матрица [X.3.4 


биинвариантная форма IX.6.5 
быстро убывающая функция 1X.8.2 


векторная группа Ли IX.1.2 

вес доминантный [X.7.1 

— представления (группы Ли) IX.4.3 
— — старший IX.7.2 

— = — фундаментальный [Х.7.1 
вещественная форма алгебры’ Ли 
IX.3.1, 3.3 

вещественный тор IX.1.2 

внешнее произведение форм [Х.6.1 
вполне регулярный элемент группы Ли 
IX. 5.1: 5.2 


главная орбита IX.9.4 

— подгруппа IX.4. упр. 18 
гомотопизм комплексов [X.6.5 
группа Вейля [Х.2.5 | 

— — корневой диаграммы 1Х.4.8 
‘— Jlu векторная IX.1.2 


диаграмма корневая 1[Х.4.8 

— — ковариантная 1Х.4.9 

— — контравариантная 1Х.4.9 
.— — приведенная 1X.4.8 
дозволенная решетка 1[Х.4.8 
доминантный Bec IX.7.1 
дуальный корень 1[Х.4.5, 4.8 


инволютивная алгебра Ли 1Х.1. упр. 7 


камера алгебры Ли IX.5.2 
ковариантная корневая 
[Х.4.9 

компактная алгебра Ли IX.1.3 

— вещественная форма алгебры Ли 
[Х.3.1 
комплексный тор IX.1. упр. | 
контравариантная корневая диаграмма 


диаграмма 


. IX.4.9 


копреобразование Фурье [Х.8.1 
корень группы Ли [Х.4.4 
— отрицательный IX.7.1 
© — Положительный [Х.7.1 
— простой [Х.7.1 
— корневой диаграммы IX.4.8 
корневая диаграмма 1X.4.8 
— — ковариантная IX.4.9 
— —_ контравариантная IX.49 | 
— —_ приведенная [Х.4.8 
— подгруппа [X.4.7 


линейная трубка 1X.9.3 


максимальная компактная подгруппа 
IX.1.4 

максимальный тор (в группе Ли) IX.2.2 
многочлены Якоби IX.8. упр. 1 

модуль вещественного типа [X.9.1 

— кватернионного типа 1Х.9.1 

— комплексного типа 1Х.9.1 


невырожденная эрмитова форма 1[Х.1.1. 
неприводимая инволютивная алгебра 
Ли IX.1. упр. 7 | 
неприводимое симметрическое 
странство [Х.1. упр. 8 


про- 


орбита главная 1X.9.4 
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орбитальный тип 1X.9.4 
ортогональная матрица 1[Х.3.5 
отрицательный корень [Х.7.1 


погружение многообразия в окрестности 
подмножества [X.9.1 

` подгруппа главная [Х.4. упр. 18 

— Картана 1Х.2.2 

— максимального ранга 1Х.2.4 
положительный корень IX.7.1 — 
представление группы „и [Х.7. согл. 
— вещественного типа 1[Х.9.2 
— кватернионного типа 1Х.9.2 
— комплексного типа 1X.9.2 
преобразование Фурье [Х.8.1 
приведенная корневая диаграмма [Х.4.8 
простое число кручения [Х.5. упр. 9 
простой корень [Х.7.1 


разметка пары (С T) IX.4.10 

ранг группы Ли [X.2.4 

регулярный элемент группы Ли IX.2.2 
редуктивная алгебра Ли IX.1.3 
решетка (в модуле) 1Х.1.2 


сеть [Х.4. упр. 15 
симметрическое 
упр. 8 
сингулярная гиперплоскость 1X.5.2 
сопряжение относительно вещественной 
формы алгебры Ли [Х.3.1 

специальная унитарная группа [Х.3.4 
спинорное представление [X.7. упр. 7 
`старший вес IX.7.2 


пространство. 1Х.1. 


теорема Блихтфельдта 1Х.5.3 
— Вейля IX.6.2 


— Хопфа — Ринова [Х.2.2 

тип (An, By,...) 1X.3.3 

— модуля IX.9.1 

— представления 1[Х.9.2 
топология компактной С’-сходимости 
[Х.6.4 

— — С”-сходимости IX.6.4 

тор [Х.1.2 

— в группе Ли [Х.2.2 

— максимальный 1Х.2.2 
трансверсаль IX.9.3, 9. упр. 16 
трубка (линейная) IX.9.3 


узловая группа тора IX.4.2 
узловой вектор 1Х.4.5 
унитарная группа [Х.3.4 
— матрица IX.3.4 


формула интегрирования Германа Вей- 
ля 1X.6.2 

— Лефшеца IX.2. упр. 10 
фундаментальный доминантный вес 
IX.7.1 

функция антиинвариантная [Х.7.4 

— быстро убывающая 1X.8.2 

— умеренного роста IX.8.2 

— центральная [Х.6.2, 8.3 


характер градуированного векторного 
пространства IX.7.3 


_ центральная функция [Х.6.2, 8.3 


элемент Казимира IX.7.6 
— Кокстера [Х.4. упр. 14 
эндоморфизм антиэрмитов 1[Х.1.1 
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Глава I. Алгебры Ли 
$ 1. Определение алгебр Ли - 


1. Алгебры. 2. Алгебры Ли. 3. Коммутативные алгебры Ли. 4. Идеалы. 5. Про- 
изводный ряд, нижний центральный ряд. 6. Верхний центральный ряд. 7. Рас- 
ширения. 8. Полупрямые произведения. 9. Замена кольца скаляров. 


$ 2. Универсальная обертывающая алгебра алгебры Ли 


1. Определение универсальной обертывающей алгебры. 2. Универсальная 
обертывающая алгебра произведения алгебр Ли. 3. Универсальная обертыва- 
ющая алгебра подалгебры алгебры Ли. 4. Универсальная обертывающая 
алгебра алгебры Ли, противоположной к данной. 5. Симметрическая алгебра 
~ модуля. 6. Фильтрация универсальной обертывающей алгебры. 7. Теорема 
Пуанкаре — Биркгофа — Butta. 8. Продолжение дифференцирований. 

_ 9. Расширение основного кольца. | 


$ 3. Представления 


1. Представления. 2. Тензорное произведение представлений. 3. Представления 
в модулях гомоморфизмов, 4. Примеры. 5. Инвариантные элементы. 6. Били- 
нейные инвариантные формы. 7. Элемент Казимира. 8. Расширение кольца 
скаляров. 


$ 4. Нильпотентные алгебры Ли 


1. Определение нильпотентных алгебр Ли. 2. Теорема Энгеля. 3. Наибольший 
идеал нильпотентности представления. 4. Наибольший нильпотентный идеал 
алгебры Ли. 5. Расширение поля скаляров. 


$ 5. Разрешимые алгебры Ли 


1. Определение разрешимых алгебр Ли. 2. Радикал алгебры Ли. 3. Нильпотент- 
ный радикал алгебры Ли. 4. Критерий разрешимости. 5. Новые свойства ради- 
кала. 6. Расширение поля скаляров. | 


1) Для удобства читателя помещаем содержание предыдущих глав книги 
«Группы и алгебры Ли», русский перевод которых выходил в издательстве «Мир» 
в 1972 (гл. IV—VI), 1976 (гл. I—III) и 1978 (гл. УП, VIII) гг.— Прим. ред. 
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$ 6. Полупростые алгебры Ли 


1. Определение полупростых алгебр Ли. 2. Полупростота представлений. 3. По- 
лупростые и нильпотентные элементы в полупростых алгебрах Ли. 4. Редуктив- 
ные алгебры Ли. 5. Применение: один критерий полупростоты представлений. 
6. Редуктивные подалгебры алгебры Ли. 7. Примеры полупростых алгебр 
Ли. 8. Теорема Леви — Мальцева. 9. Теорема 06 инвариантах. 10. Замена поля 
скаляров. 


$ 7. Теорема Адо 


1. Коэффициенты представления. 2. Теорема о продолжении. 3. Теорема Адо. 


Глава Il. Свободные алгебры Ли 


$ 1. Обертывающая биалгебра алгебры Ли 


1. Примитивные элементы коалгебры. 2. Примитивные элементы биалгебры. 
3. Фильтрованные биалгебры. 4. Обертывающая биалгебра, алгебры 
Ли. 5. Структура коалгебры U, в случае нулевой характеристики. 6. Структура 


фильтрованных биалгебр в случае характеристики 0. 


$ 2. Свободные алгебры Ли 


1. Напоминание о свободных алгебрах. 2. Построение свободной алгебры Ли. 3. 
Задания алгебры Ли образующими и определяющими Фоотношениями. 4. Мно- 
гочлены Ли и подстановки. 5. Функториальные свойства. 6. Градуировки. 
7. Нижний центральный ряд. 8. Дифференцирование свободных алгебр 
Ли. 9. Теорема об исключении. 10. Семейства Холла в свободном группоиде. 11. 
Базис Холла свободной алгебры Ли. | 


$ 3. Универсальная обертывающая алгебра свободной алгебры Ли 
1. Универсальная обертывающая алгебра для алгебры L (X). 2. Проектирова- 
ние А+(Х) на L(X). 3. Размерность однородных компонент алгебры Ли L (X). 
$ 4. Центральные фильтрации 


1. Вещественные фильтрации. 2. Функция порядка. 3. Градуированная алгеб- 
ра, ассоциированная с фильтрованной алгеброй. 4. Центральные фильтрации 
на группе. 5. Пример центральной het Е 6. Целочисленные центральные 
фильтрации. 


$ 5. Алгебры Магнуса 


1. Алгебры Магнуса. 2. Группа Магнуса. 3. Группа Магнуса и свободная груп- 
па. 4. Нижний центральный ряд свободной труппы. 5. р-фильтрация в свобод- 
ных группах. 


§ 6. Ряд Хаусдорфа 


1. Экспонента и логарифм в фильтрованных алгебрах. 2. Группа Хаусдорфа. 
3. Формальные ряды Ли. 4. Ряд Хаусдорфа. 5. Подстановки в ряд Хаусдорфа 


§ 7. 


$ 8. 
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Сходимость Ain pana Хаусдорфа (вещественный или комплексный случай) 


1. Непрерывные многочлены со значениями в g. 2. Групускула, определенная 
полной нормированной алгеброй Ли. 3. Экспоненциальное отображение в пол- 
ных нормированных ассоциативных алгебрах. 


Сходимость ряда Хаусдорфа (ультраметрический случай) 


1. р-адическая оценка рядов exp, log и Н. 2. Нормированные алгебры 
Ли. 3. Группа, определенная полной нормированной алгеброй Ли. 4. Экспо- 
ненциальное отображение в полных нормированных ассоциативных алгебрах. 


Дополнение. Функция Мёбиуса 


Глава IT. Группы Ли 


$1. 


$ 2. 


$ 3. 


$ 4. 


Группы Ли 


1. Определение группы Ли. 2. Морфизмы группы Ли. 3. Подгруппы Ли. 4. По- 
лупрямые произведения групп Ли. 5. Фактормногообразия по группе Ли. 6. Од- 
нородные пространства и факторгруппы. 7. Орбиты. 8. Векторные расслоения 
с операторами. 9. Локальное определение группы Ли. 10. Групускулы. 11. 
Куски законов действия. 


Группа векторов, касательных к группе Ли 


1. Касательные законы композиции. 2. Группа касательных векторов к группе 
Ли. 3. Случай групускул. 


Переход от группы Ли к ее алгебре Ли 


1. Свертка точечных распределений на группе Ли. 2. Свойства функториально- 
сти. 3. Случай группы, действующей на многообразии. 4. Свертка точечных 
распределений и функций. 5. Поля точечных распределений, определенные 
действием группы на многообразии. 6. Инвариантные поля точечных распреде- 
лений на группе Ли. 7. Алгебра Ли группы Ли. 8. Свойства функториальности 
алгебры Ли. 9. Алгебра Ли группы обратимых элементов алгебры. 10. Алгебры 
Ли некоторых линейных групп. 11. Линейные представления. 12. Присоединен- 
ное представление. 13. Тензоры и инвариантные формы. 14. Формула Мауре- 
ра — Картана. 15. Конструкция инвариантных дифференциальных форм. 
16. Мера Хаара на группе Ли. 17. Левый дифференциал. 18. Алгебра Ли 
групускулы Ли. 


Переход от алгебр Ли к группам Ли 


1. Переход от морфизмов алгебр Ли к морфизмам групп Ли. 2. Переход от 
алгебр Ли к группам Ли. 3. Экспоненциальные отображения. 4. Функториаль- 
ность экспоненциальных отображений. 5. Индуцированная структура на под- 
группе. 6. Первообразные для дифференциальных форм со значениями в ал- 
гебре Ли. 7. Переход от законов инфинитезимального ‘действия к законам 
действия. Ä 
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$ 5. Формальные вычисления в группах Ли 
1. Коэффициенты Саву. 2. Операция коммутирования в алгебре Ли. 3. Степени. 
4. Экспоненциальное отображение. 


$ 6. Вещественные или комплексные группы Ли 


1. Переход от морфизмов алгебр Ли к морфизмам групп Ли. 2. Интегральные 
подгруппы. 3. Переход от алгебр Ли к группам Ли. 4. Экспоненциальное ото- 
бражение. 5. Применение к линейным представлениям. 6. Нормальные интег- 
ральные подгруппы. 7. Первообразные дифференциальных форм со значения- 
ми в алгебре Ли. 8. Переход от законов инфинитезимального действия к зако- 
нам действия. 9. Экспоненциальное отображение в линейной группе. 10. 
Комплексификация вещественной конечномерной группы Ли. . 


$ 7. Группы Ли над ультраметрическими полями 


1. Переход от алгебр Ли к группам Ли. 2. Экспоненциальные отображения. 
3. Стандартные группы. 4. Фильтрация стандартных групп. 5. Степени в стан- 
дартных группах. 6. Логарифмическое отображение. 


$ 8. Группы Ли над К или Q, 
1. Непрерывные морфизмы. 2. Замкнутые подгруппы. 
$ 9. Коммутаторы, централизаторы, нормализаторы в группе Ли 


1. Коммутаторы в топологической группе. 2. Коммутаторы в группе Ли. 3. Цен- 
трализаторы. 4. Нормализаторы. 5. Нильпотентные группы Ли. 6. Разрешимые 
группы Ли. 7. Радикал группы ЛИ. 8. Подунростые группы Ли. 

$ 10. Группа автоморфизмов группы Ли 


1. Инфинитезимальные автоморфизмы. 2. Группа автоморфизмов группы Ли 
(вещественный или комплексный случай). 3. не автоморфизмов группы 
Ли (ультраметрический случай). 


Дополнение. Операции над линейными представлениями. 


Приложение. Коалгебры. Ю. А. Бахтурин 


Глава IV. Группы Кокстера и системы Титса 
$ 1. Группы Кокстера 


1. Длина и приведенные разложения. 2. Диэдральные группы. 3. Основные 
свойства групп Кокстера. 4. Приведенные разложения в группе Кокстера. 
5. Условие замены. 6. Характеризация групп Кокстера. 7. Семейства разби- 
ений. 8. Подгруппы групп Кокстера. 9. Матрицы и графы Кокстера. 


$ 2. Системы Титса 


1. Определение и основные свойства. 2. Пример. 3. Разложение С на двойные 
классы. 4. Связь с системами Кокстера. 5. Подгруппы группы С, содержащие 
В. 6. Параболические подгруппы. 7. Теорема простоты 
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Дополнение. Графы 


1. Определения. 2. Связные компоненты графа. 3. Леса и деревья. 


Глава У. Группы, порожденные отражениями 


$1. 


$ 2. 


$ 3. 


$ 4. 


$5. 


$ 6. 


Гиперплоскости, камеры и ячейки 


1. Основные понятия и обозначения. 2. Ячейки. 3. Камеры. 4. Стенки и грани. 
5. Двугранные углы. 6. Примеры: симплициальные конусы и симплексы. 


Отражения 


1. Псевдоотражения. 2. Отражения. 3. Ортогональные отражения. 4. Oproro- 
нальные отражения в аффинном евклидовом пространстве. 5. Дополнения 
о вращениях на плоскости. 


Группы перемещений, ‘порожденные отражениями 


1. Предварительные результаты. 2. Связь с системами Кокстера. 3. Фунда- 
ментальная область. Стабилизаторы. 4. Матрица и граф Кокстера группы 
М. 5. Системы векторов с отрицательными скалярными произведениями. 6. Teo- 
ремы конечности. 7. Разложение линейного представления группы W BT. 8. Раз- 
ложение аффинного пространства E в произведение. 9. Строение камер. 10. 
Специальные точки. 


Геометрическое представление группы Кокстера 


1. Форма, ассоциированная с матрицей Кокстера. 2. Плоскость E, „Hu группа, 
порожденная отражениями о. ис... 3. Группа и представление, ассоциирован- © 


ные с матрицей Кокстера. 4. Контрагредиентное представление. 5. Доказатель- 
ство леммы 1. 6. Фундаментальная область труппы в объединении камер. 
7. Неприводимость геометрического представления группы Кокстера. 8. Крите- 
рий конечности. 9. Случай, когда форма B, положительна и вырождена. 


Инварианты в ‹имметрической алгебре 


- 1. Ряд Пуанкаре градуированной алгебры. 2. Инварианты конечной линейной 


группы: свойства модуля. 3.Инварианты конечной линейной группы: свойства 
кольца. 4. Антиинвариантные элементы. 5. Дополнения. 


Преобразование Кокстера 


1. Определение преобразований Кокстера. 2. Собственные значения преобразо- 
вания Кокстера. Показатели. 


Дополнение. Дополнительные сведения O линейных представлениях 


Глава VI. Системы корней 


$1. 


‚Системы корней 


1. Определение системы корней. 2. Прямая сумма систем корней. 3. Связи 
между двумя корнями. 4. Приведенные системы корней. 5. Камеры и базисы 
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системы корней. 6. Положительные корни. 7. Замкнутые множества корней. 
8. Максимальный корень. 9. Веса, радикальные веса. 10. Фундаментальные 
веса, старшие веса. 11. Преобразование Кокстера. 12. Каноническая билиней- 
ная форма. 


$ 2. Аффинная группа Вейля 


1. Аффинная группа Вейля. 2. Веса и специальные точки. 3. Нормализатор 
группы W.. 4. Применение: порядок группы Вейля. 5. Системы корней и группы, 
порожденные отражениями. 


$ 3. Экспоненциальные инварианты 


$4. 


1. Алгебра свободной коммутативной группы. 2. Случай группы весов; макси- 
мальные члены. 3. Антиинвариантные элементы. 4. Инвариантные элементы. 


Классификация систем корней 


1. Конечные группы Кокстера. 2. Графы Дынкина. 3. Аффинная группа Вейля 
и пополненный граф Дынкина. 4. Предварительная подготовка к построению 
систем корней. 5. Системы типа B,(1> 2). 6. Системы типа С, (l>2). 7. Системы 
типа A; (l>1). 8. Системы типа D, (l>3). 9. Системы типа Fy. 10. Системы типа 
Es. 11. Система типа E7. 12. Система типа Es. 13. Система типа Go. 14. Неприво- 
димые системы корней, не являющиеся приведенными. 


Глава УП. Подалгебры Картана. Регулярные элементы 


$1. 


$ 2. 


$3 


$ 4. 


Примарное разложение линейных представлений 


1. Примарное разложение для семейства эндоморфизмов. 2. Примарное разло- 
жение для линейного семейства эндоморфизмов. 3. Разложение линейных 
представлений нильпотентной алгебры Ли. 4. Примарное разложение алгебры 
Ли относительно некоторого автоморфизма. 5. Инварианты полупростого дей- 
ствия в полупростой алгебре Ли. 


Подалгебры Картана и регулярные элементы алгебры Ли 


1, Подалгебры Картана. 2. Регулярные элементы алгебры Ли. 3. Регулярные 
элементы и подалгебры Картана. 4. Подалгебры Картана полупростых ал- 
гебр Ли. 


Теоремы сопряженности 


1. Элементарные автоморфизмы. 2. Сопряженность подалгебр Картана. 
3. Приложения теоремы о сопряженности подалгебр Картана. 4. Сопряжен- 
ность подалгебр Картана в разрешимой алгебре Ли. 5. Одно предложение 
о группах Ли. 


Регулярные элементы группы Ли 


1. Элементы, регулярные относительно линейного представления. 2. Регуляр- 
ные элементы группы Ли. 3. Связь с регулярными элементами ss 
Ли. 4. Применение к элементарным автоморфизмам. 


270; о СОДЕРЖАНИЕ ПРЕДЫДУЩИХ ГЛАВ. 


$ 5. Линейные разделяющие алгебры Ли 


1. Линейные разделяющие алгебры Ли. 2. Разделяющая оболочка. 3. Разложе- 
ния расщепляющих алгебр. 4. Линейные алгебры Ли нильпотентных эндо- 
морфизмов. 5. Характеризация разделяющих алгебр Ли. 


Дополнение 1. Полиномиальные отображения и топология Зарисского 


1. Топология Зарисского. 2. Доминирующие полиноминальные отображения. 


Дополнение Il. Одно свойство связности 


Глава УШ. Расщепленные полупростые алгебры Ли 
$ 1. Алгебра Ли sl (2, k) и ее представления 


1. Канонический базис в sl (2, Е). 2. Примитивные элементы sl (2, А)-модулей. 
3. Простые модули У (m). 4. Линейные представления группы SL (2, К). 5. Неко- 
торые элементы группы SL (2, k). 


$ 2. Система корней расщепленной полупростой алгебры. Ли 


1. Расщепленные полупростые алгебры Ли. 2. Корни расщепленной полупро- 
стой алгебры Ли. 3. Билинейные инвариантные формы. 4. Коэффициенты N, 8. 


$ 3. Подалгебры расщепленных полупростых алгебр Ли 


1. Подалгебры, устойчивые относительно ad 5. Идеалы. 3. Подалгебры Бореля. 
4. Параболические подалгебры. 5. Нерасщепленный случай. 


$ 4. Расщепленные полупростые алгебры Ли, определяемые приведенной системой 
корней 
1. Размеченные полупростые алгебры Ли. 2. Предварительная конструкция. 
3. Теорема существования. 4. Теорема единственности. 


$ 5. Автоморфизмы полупростой алгебры Ли 


1. Автоморфизмы размеченной полупростой алгебры Ли. 2. Автоморфизмы 
расщепленной полупростой алгебры Ли. 3. Автоморфизмы расщепляемой по- 
лупростой алгебры Ли. 4. Топология Зарисского на группе Aut (6). 5. Случай 


групп Ли. 


$ 6. Модули над расщепленной полупростой алгеброй Ли 


1. Веса и примитивные элементы. 2. Простые модули, имеющие старший вес. 
3. Теорема существования и единственности. 4. Централизатор подалгебры 
Картана b в универсальной обертывающей алгебре Ли g. 


$ 7. Конечномерные модули над расщепленной полупростой алгеброй Ли 


1. Веса простого конечномерного д-модуля. 2. Старшие веса простых конечно- 
мерных д-модулей. 3. Микровеса. 4. Тензорные произведения д-модулей. 
5. Дуальный д-модуль. 6. Кольцо представлений. 7. Характеры д-модулей. 
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$ 8. Симметрические инварианты 


1. Экспоненты линейной формы. 2. Вложение k [P] BS (b)*. 3. Инвариантные 
многочлены. 4. Свойства групп Auto. 5. Центр универсальной обертывающей 
алгебры. | 


$ 9. Формула Германа Вейля 


1. Характеры конечномерных д-модулей. 2. Размерности простых в-модулей. 
3. Кратности весов простых в-модулей. 4. Разложение тензорного произведения 
двух простых д-модулей. | 


$ 10. Максимальные подалгебры полупростых алгебр Ли 


$ 11. Классы нильпотентных элементов и $[>-тройки 


1. Определение $-тройки. 2. $›-тройки в полупростых алгебрах Ли. 3. Про- 
стые элементы. 4. Главные элементы. 


$ 12. Порядки Шевалле 


1. Решетки и порядки. 2. Разделенные степени в биалгебре. 3. Целочисленный 
вариант теоремы Пуанкаре — Биркгофа — Витта. 4. Пример: многочлены 
с целыми значениями. 5. Несколько формул. 6. Бипорядки в универсальной 
обертывающей алгебре расщепленной редуктивной алгебры Ли. 7. Порядки 
Шевалле. 8. Допустимые решетки. 


-§ 13. Расщепляемые простые алгебры Ли классического типа 


1. Алгебры Ли типа A, (/ >> 1). 2. Алгебры Ли типа B, (l>1). 3. Алгебры Ли типа 
С: (i> 1). 4. Алгебры Ли типа D, (122). 


От редактора перевода . 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


Глава IX. Компактные вещественные группы Ли. 


§ 1. 


$ 2. 


OPW — 


§ 4. 


$ 5. 


§ 6. 


Компактные алгебры Ли. 


1. Инвариантные эрмитовы формы . 

2. Связные коммутативные вещественные группы Ли. 
3. Компактные алгебры Ли. : 

4. Группы с компактными алгебрами Ли ‘ 


Максимальные Topol компактных групп Ли. 


. Подалгебры Картана компактных SEP Ли. 

. Максимальные торы . ‘ ; 
. Максимальные торы в подгруппах ив `факторгруппах : 
. Подгруппы ‘максимального о i à } 

. Группа Вейля : 

. Максимальные торы и подъем ОИСИ : 


с O1 BR © N — 


Компактные формы комплексных полупростых алгебр Ли. 
. Вещественные формы . 


Сопряженность компактных форм. г 

. Пример I: компактные алгебры Ли типа A,. . 
. Пример П: компактные алгебры Ли типа Bn и D, 
. Компактные группы ранга |. SR ner ac af 


Система корней, ассоциированная с компактной группой . 


1. Группа X (Н). 

2. Узловая группа тора. а 

3. Веса линейного ee ; 

4. Корни ; 

5. Узловые векторы и  дуальные корни . 

6. Фундаментальная группа 

7. Подгруппы максимального gt 

8. Корневые диаграммы . ; . 

9. Компактные группы Ли u корневые диаграммы . 

10. Автоморфизмы связной компактной группы Ли. 


Классы сопряженности . 


1. Регулярные элементы . 

2. Камеры и альковы . Е 

3. Автоморфизмы и регулярные элементы . 

4. Отображения (G/T)XT—+Gu(G/T)XA —+ a. 


Интегрирование в компактных группах Ли. 


1. Произведение знакопеременных полилинейных форм. 
2. Формула интегрирования Г. Вейля . Pts sage 


. Вещественные формы, EST EIER с системой Е .. 
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